
М. С. Ж итом ирский

НАЧАЛА

сленный





Федеральное агентство по образованию

САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ 

УНИВЕРСИТЕТ

В. Д. Шелест, М. С. Житомирский

НАЧАЛА
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ

МАТЕМАТИКИ

Введение в численный эксперимент

Санкт-Петербург
Издательство Политехнического университета

2005



УДК 517.5 
ББК 22.19 

Ш 426

Шелест В. Д., Житомирский М. С. Н ачала вы числи­
тельной математики. Введение в численный экспери­
мент. СПб.: Изд-во СПб ГПУ, 2005. 202 с.

ISBN 5-7422-0069-2

Рассматриваются простые и универсальные способы 
уточнения корней уравнений с одним неизвестным, при­
ближённого вычисления интегралов и решения систем ли­
нейных алгебраических уравнений. Цель книги — изло­
жение методики и практики численного решения задач с 
помощью компьютера. Даны примеры, созданы надёжные, 
эффективные и универсальные алгоритмы (по этой при­
чине их можно использовать в математических пакетах) и 
сформулированы упражнения.

Рассчитана на читателей, знакомых с математикой в 
объёме средней школы — учащихся лицеев, гимназий, 
колледжей и техникумов. Рекомендуется также студентам 
младших курсов вузов, преподавателям и учителям, всем 
пользователям компьютеров.

Ил. 30. Библиогр.: 17 назв.

Печатается по решению редакционно-издательского со­
вета Санкт-Петербургского государственного политехниче­
ского университета.

©  Шелест В. Д., Житомирский М. С., 2005 
©  Санкт-Петербургский

государственный политехнический 
университет, 2005IS B N  5-7422-0069-2



О г л а в л е н и е

П редисловие.......................................................................  5
ГЛАВА 1. Численное решение уравнений с одной пе­
ременной ................................................................................  7
1. М етод бисекций ...........................................................  7

Постановка задачи.............................................................  7
1.1 Нахождение границ интервала, содержащего все кор­

ни уравнения.........................................................................  10
1.2 Отделение корней уравнения.................................  13
1.3 Приближённое значение корня и его оценка.......  22
1.4 Уточнение корня методом бисекций.....................  25

2. М етод простых и терац и й ......................................  34
Постановка задачи...........................................................  34
2.1 Метод итераций.........................................................  35
2.2 Условие сходимости метода итераций...................  38
2.3 Оценка приближения в методе итераций................41
2.4 Выбор уравнения х — ip(x)......................................  44

3. М етод пропорциональных частей ....................... 54
3.1 Метод хорд..................................................................  54
3.2 Сходимость метода хорд.......................................... 57
3.3 Оценка погрешности в методе хорд....................... 59

4. М етод касательны х..................................................  66
4.1 Метод Ньютона.........................................................  66
4.2 Сходимость метода Ньютона...................................  70
4.3 Оценка погрешности в методе Ньютона................ 71
4.4 Модификация метода Ньютона.............................. 73

ГЛАВА 2. Приближённое вычисление интегралов. 84
1. Определённый ин теграл .........................................  84

1.1 Понятие интеграла...................................................... 84
1.2 Определение интеграла............................................ 89
1.3 Точные методы вычисления интегралов..............  91
1.4 Интегрируемость функций......................................  94



1.4.1 Суммы Дарбу и их свойства.............................. 94
1.4.2 Классы интегрируемых функций.....................  98

2. Приближённые методы вычисления интегра­
лов ........................................................................................  102

2.1 Аналитические методы.......................................... 102
2.2 Численные методы..................................................  105

2.2.1 Формулы прямоугольников.............................. 105
2.2.2 Формула трапеций.............................................  108
2.2.3 Формула парабол............................................... 112
2.2.4 Практическая оценка погрешности квадратурных

формул.................................................................................  118
2.2.5 Формулы Гаусса — Лежандра........................  124

ГЛАВА 3. Решение систем линейных алгебраических 
уравнений ..........................................................................  130
1. Элементарная алгебра м атриц............................ 130

1.1 Матрицы и векторы................................................  130
1.2 Основные действия над матрицами..................... 133
1.3 Определители...........................................................  137

2. П рямые м етоды .......................................................  144
Постановка задачи.........................................................  144
2.1 Правило Крамера.................................................... 146

2.1.1 Два уравнения с двумя неизвестными..........  146
2.1.2 Два уравнения с тремя неизвестными........... 148
2.1.3 Три уравнения с тремя неизвестными..........  150

2.2 Метод Гаусса........................................................... 153
3. И теративные методы............................................... 169

3.1 Метод Гаусса — Зейделя......................................  169
3.2 Сходимость итеративного процесса.....................  172
3.3 Оценка погрешности метода Зейделя.................  174
3.4 Приведение линейной системы к виду, пригодному

для итераций.......................................................................  175
П ри лож ени е.................................................................. 187
Предметный указател ь .............................................  196

Список ли тературы .......................................................  201



Предисловие
Вычислительная математика — ветвь математики, изу­

чающая методы поиска решения математических задач в 
виде числового (точного или приближённого) значения. Её 
истоки лежат в глубокой древности. Началом вычисли­
тельной математики можно считать правила вычисления 
иррациональных чисел.

Современная вычислительная математика состоит из 
многих разделов; важнейшие из них — вычисление значе­
ний функций, численное решение конечных (алгебраиче­
ских и трансцендентных) уравнений, приближение функ­
ций, численное дифференцирование и интегрирование, чи­
сленное решение дифференциальных и интегро-дифферен­
циальных уравнений, численные методы линейной алге­
бры, методы оптимизации, методы дискретного анализа. 
Быстрому развитию вычислительной математики способ­
ствовало создание компьютеров. Возникли новые её напра­
вления, такие как численные методы теории игр, теории 
массового обслуживания, минимизации логических функ­
ций, комбинаторики, методы решения обратных задач и др.

Численный результат можно получить только посред­
ством арифметических и логических действий, поэтому за­
дачу вычислительной математики формулируют как за­
дачу представления решений (точно или приближённо) в 
виде последовательности арифметических операций. Зна­
чит, численный метод, кроме описания последовательности 
арифметических действий, должен содержать и оценку по­
грешности. Точного решения можно добиться при конеч­
ном количестве арифметических операций лишь в редких 
случаях. Чаще результат является пределом бесконечной 
последовательности операций, и тогда возникают пробле­
мы сходимости метода. При этом интересно не только то,



что метод сходится, но и то, как быстро он это делает, ибо 
при практической реализации метода важна его эффек­
тивность. Её оценивают априори1 — по количеству опе­
раций, необходимых для нахождения результата, и апос­
териори — по затраченному машинному времени для по­
лучения ответа и объёму требуемой при этом памяти ком­
пьютера. С эффективностью связана и сложность метода. 
Параллельно с получением ответа нередко приходится ре­
шать вопросы устойчивости результата относительно воз­
мущений исходных данных и округлений при вычислениях.

В заключение остановимся кратко на содержании книги. 
Она состоит из трёх глав. В первой её главе решена зада­
ча определения корней конечных (по-другому, скалярных, 
числовых) уравнений для случая функции одной перемен­
ной. В основе изложенных методов лежит замена функ­
ции в окрестности корня близкой к ней кривой (например, 
прямой). Вторая глава посвящена определённому интегра­
лу и численному интегрированию, а третья — содержит 
описание методов решения систем линейных алгебраиче­
ских уравнений. Все методы доведены до численных при­
ложений — даны расчётные схемы и числовые примеры 
с подробным ходом решения. Разработаны алгоритмы для 
решения задач на компьютере. Их надёжности, легкочита- 
емости, эффективности и универсальности уделено особое 
внимание. Сформулированы упражнения. Они удобны для 
самостоятельной работы и при проведении лабораторного 
практикума.

Книга имеет общую цель — познакомить читателя с при­
менением численных методов, подготовить его к решению 
задач прикладной математики2. В добрый путь ...

1 Лат. a priori — до опыта, a posteriori — из опыта.
2Скажем, к коррекции или созданию математических пакетов (на­

пример, алгоритмы Calculus Iterate и Approximate Integral меню Maple 
Scientific  WORK PLACE неудовлетворительны), к выполнению вы­
числительного эксперимента и математического моделирования.



Всё есть число.
Пифагор

Г л а в а  I. Численное решение уравнений с 
одной переменной

1. М етод бисекций

Постановка задачи
Уравнения сыграли важную роль в развитии матема­

тики. Они и сегодня вызывают интерес, поскольку встре­
чаются в теоретических и прикладных задачах и, что не 
менее важно, служат отправным пунктом в изучении та­
ких понятий вычислительной математики, как итератив­
ный процесс, сходимость и оценка приближения.

Методы решения уравнений делятся на прямые и ите­
ративные, т. е. методы последовательных приближений. 
Прямые методы позволяют представить корни в виде неко­
торых конечных соотношений. Известны формулы, по ко­
торым можно найти решения алгебраических уравнений до 
четвёртой степени включительно. Уже в XVI веке итальян­
ский математик Кардано опубликовал формулу для реше­
ния кубического уравнения3

Г + pt + q = О,

которая имеет вид

<?_ I§*_,!?_
2 V 4 + 27'

Сравнение а о ^  +  ача  ̂+  агя +  аз =  0 (а0 ф 0) приводится к такому
, aiвиду посредством подстановки х =  t — -— .Зао



Под знаком кубических корней могут оказаться мнимые 
числа, значит, надо уметь из них извлекать корни4 *. Упо­
мянем здесь также о Н. X. Абеле и Э. Галуа, доказавших, 
что общее уравнение степени, выше четвёртой, неразреши­
мо в радикалах, т. е. нельзя найти корни таких уравне­
ний через коэффициенты уравнения посредством арифме­
тических действий и извлечения корней. В случае неалге­
браических уравнений ситуация совсем не простая: решить 
удаётся лишь некоторые из трансцендентных (показатель­
ные, логарифмические, тригонометрические) уравнений.

В условиях, когда формулы “не работают”, важное зна­
чение приобретают вычислительные алгоритмы, с помо­
щью которых можно найти корни уравнения с любой на­
перёд заданной точностью. К этим случаям отнесём и те, в 
которых хотя и существуют формулы для получения точ­
ного решения (формула Кардано), но они столь громоздки, 
что пользование численными методами предпочтительнее. 
Не следует думать, что решения, полученные такими мето­
дами, в чём-либо уступают точным. Пусть, например, най­
дены точные корни некоторого уравнения, равные, скажем, 
(1 ±  л/З)/2. “Чистого” математика такой результат, оче­
видно, удовлетворит; 11 прикладному” же математику, что­
бы воспользоваться этим решением, придётся заменить л/З 
его приближённым значением с требуемой в задаче точно­
стью.

Здесь, наверное, уместен и следующий пример из линейной ал­
гебры. Решить систему п линейных алгебраических уравнений с п 
неизвестными можно по правилу Крамера или методом последова­
тельного исключения неизвестных (методом Гаусса). С точки зре­
ния “чистого” математика эта задача является тривиальной. Однако 
при практической реализации названных методов могут возникнуть 
“подводные рифы” . Так для решения системы по правилу Краме­
ра нужно выполнить п ■ (п +  1)! — 1 арифметических операций, что

4В Приложении решения уравнений третьей и четвёртой степеней
приведены полностью.



при п, равном, например, 100, составит приблизительно Ю160 дей­
ствий. Решая эту задачу, компьютер с быстродействием Ю10 опера­
ций в секунду будет непрерывно трудиться много лет (заметим, что 
факториальный рост количества арифметических операций с увели­
чением размерности задачи называют “проклятием размерности”). 
Метод Гаусса более эффективен. Для его реализации нужно проде-

=  696700 операций, а значит,п = 100лать 2п(п +  1)(п +  2)/3 +  n(n — 1) 
затратить меньше секунды времени процессора. Но этот метод ре­
комендуют для систем, порядок которых не превышает 200. Дело в 
том, что ошибки, обусловленные ограниченностью разрядной сетки 
компьютера (“волчьи ямы округления”), с увеличением количества 
шагов оказывают такое влияние на конечный результат, что он быва­
ет сильно искажён. Чтобы исправить положение, применяют итера­
тивные методы (при этом ошибки не накапливаются), т. е. отдаётся 
предпочтение методам последовательных приближений, а не точным 
методам. В вычислительной математике такой приём типичен.

Мы будем рассматривать уравнение вида

f{ x ) = °> (1)

где f(x )  — функция действительного аргумента, опре­
делённая и непрерывная в некотором конечном или бес­
конечном интервале (а; 6).

Напомним, что число £ из области определения функ­
ции называется корнем уравнения (1), если /(£) = 0. Наша 
задача состоит в поиске корней этого уравнения.

Поиск будем выполнять в несколько этапов:

1 этап, где определим границы интервала, в котором на­
ходятся все корни уравнения (1);

2 этап — отделим корни, т. е. установим возможно ма­
лые промежутки, в каждом из которых содержится ровно 
один корень;

3 этап — уточним корни, т. е. вычислим их с заданной 
точностью;

4 этап — проведём анализ полученных результатов.



Подробно первые три этапа будут рассмотрены в разде­
лах 1.1 -  1.3 этой главы, а в разделе 1.4 дан конкретный 
метод решения уравнения (1).

1.1 Нахождение границ интервала, содержащего 
все корни уравнения

К сожалению для уравнения (1) не существует общего 
способа выполнения первого этапа. В общей форме опре­
деление границ корней можно реализовать лишь для алге­
браического уравнения в канонической форме:

а^х71 + а\хп 1 + • • • -f ап-\Х  + ап = 0, по ф 0. (2)

Прежде чем приступать к доказательству теоремы о гра­
ницах корней, напомним некоторые факты из алгебры.

ТЕОРЕМА 1. (Основная теорема алгебры.) Уравнение 
вида (2) (а следовательно, и полином Рп(х) = Тл=оагхП~1') 
имеет ровно п корней, действительных или комплексных, 
если k -кратный корень считать за к корней.

Число действительных корней уравнения (2) чётной 
степени с действительными коэффициентами всегда чётно 
(например, равно нулю). Если в уравнении чётной степени 
ап/а о < 0, то такое уравнение имеет, по крайней мере, два 
действительных корня разного знака. Уравнение нечётной 
степени имеет хотя бы один действительный корень того 
же знака, что и (—ап/ао). Число положительных корней 
уравнения (2) не больше числа перемен знаков в ряду ко­
эффициентов полинома Рп(х) и может отличаться от него 
на чётное число (правило Декарта). Так как при замене х 
на —х корни уравнения меняют знаки, то с помощью этого 
правила можно оценить и число отрицательных корней.

Если ввести обозначения

а = шах laj, а = max |а,|OjCi<Cn—1 1 1 ISCiSjn



то границы промежутков, в которых расположены все кор­
ни уравнения (2), можно найти с помощью следующей те­
оремы.

ТЕОРЕМА 2. (Правило кольца.) Корни уравнения (2) 
удовлетворяют двойному неравенству

а + \аг ^  |ж К  1 +
а

ы

Доказательство. Сначала найдём промежутки, где нет 
корней уравнения (2), т. е. решим неравенство |/(х )| > 0. 
Воспользовавшись свойствами модуля

и + v\ ^  [и| — |и|,
к
п щ

и формулой

ик -  1 = (и -  1) (ufc_1 + ик~2 + • • • + и + l)  , 

выпишем очевидную цепочку неравенств:

|/(ж)| ^  \ааК 

^  \а0хТ‘

а \ х п  1 +  • • • +  а п - \ Х  +  а п

П— 1а\Х +  ' ' • +  Щ п - 1 Х \ +  \а п \) —

=  IctolM" -  (|ах||х |п 1 + ------b |an_ i||x | +  |an|) ^

^  |во ||*|п — й ( |х |п +  • • • +  |х| +  1  ̂ =

= Ы И П -  й(|х|п -  i ) / (N -1)-
Полагая, что |ж| > 1, усилим неравенство, отбросив еди­

ницу в числителе дроби. В результате получим

|/(х)| ^  |a0||x |n -  а |я |п/(|®| -  1).
Следовательно, неравенство |/(х )| > 0 будет выполняться 
в случае, если

|а0||х |п — а|х|п/(|х | — 1) > 0



или
|а0||х| -  |а0| -  а > 0.

Отсюда находим, что значения х, для которых /(х ) ф 0, 
удовлетворяют неравенству

|х| > 1 + а/\а0

Значит, все корни уравнения (2) удовлетворяют противо­
положному неравенству

|х| ^  1 4- а /|а0|.

Верхняя граница модулей корней определена. Чтобы 
найти нижнюю границу, выполним в (2) замену х на 1 /t, 
после чего получим

|t( ^  ] 4- а/\ап

или
|х| ^  \ап\/ (а 4- \ап\).

Теорема доказана. □

Замечание 1. В общем случае переменную х можно счи­
тать комплексной, т. е. х = £ + ii) и тогда |х| = у/£2 4- г]2. 
На комплексной плоскости £Orj корни уравнения (2) рас­
положены в круговом кольце г ^  |х| ^  R, где

г = |а„|/(а 4- |ап|), R = l+ a /\a 0\.

Если х £ R, то числа г и й  являются соответственно ниж­
ней и верхней границами положительных корней, а числа 
—R  и —г —  нижней и верхней границами отрицательных 
корней уравнения (2).

ПРИМЕР 1. Определим область, в которой находятся кор­
ни уравнения х3 — 2х — 3 = 0.

Решение. Здесь а0 = 1, аг = 0, а2 = —2, а3 = —3. Тогда 
а = 2, а = 3. Согласно теореме 2

3/(2 + 3) ^  |х| ^  1 + 3/1, или |х| € [0.6;4]. Л



Если /(ж ) -— дробно-рациональная, иррациональная или 
трансцендентная функция, то важно указать её область 
определения или, другими словами, ОДЗ — область до­
пустимых значений ж, что нередко позволяет полностью 
решить первый этап. Установление области определения 
уравнения важно ещё и потому, что решение уравнения 
часто сводят к решению неэквивалентного уравнения. В 
приложениях иногда можно сузить границы корней, так 
как, например, в трансцендентных уравнениях неизвест­
ные суть частоты колебаний, длины, напряжения, токи, 
давления, температуры и т. п., а их значения лежат в опре­
делённых пределах. Более того, из физического смысла 
задачи, как правило, известно грубое, приближённое ре­
шение, так называемое, нулевое, начальное приближение 
корня. Так что здесь, как говорится, все средства хороши.

Упраж нение  1. Найдите границы корней следующих 
уравнений:

1) -  2х5 + 7.2ж4 -  0.25х + 10 = 0;
2) O.OOlp3 + 0.2р2 + 3.25р + 43.5 = 0;
3) х6 - х 4 + х2/ 5 -  1/105 = 0;
4) х9 -  Зж7/2 +  27ж5/40 -  57х3/560 + 2217^/22400 =  0;
5) хп ±  х4- 1 + 2жп_2 ±  • • • +  (-1 )я"1(п -  1)ж + (-1 )пп =  0;
6) пхп ±  (п -  1)хп~г + • • • + ( - l f ^ x  + (~1)п = 0.

1.2 Отделение корней уравнения
Перейдём ко второму этапу — разбиению области допу­

стимых значений на отрезки, в каждом из которых содер­
жится один и только один корень. Отделение (изоляцию, 
локализацию) корней можно выполнить двумя способа­
ми — аналитическим и графическгш.

Аналитический способ. Аналитически корни уравне­
ния (1) можно отделить, используя некоторые свойства 
функции /(ж). Здесь будет полезна следующая теорема о 
существовании корня непрерывной функции.



РИС. 1.
Т еорема 3. (П ервая теорема Больцано-Кош и.) Если 
функция /(я )  определена и непрерывна на отрезке [а; Ь\ и 
принимает па его концах значения разных знаков, то на 
[а; Ъ] содержится, по меньшей мере, один корень уравне­
ния (1).

Геометрически это значит, что если точки графика не­
прерывной функции находятся по разные стороны от оси 
Ох, то кривая пересекает ось абсцисс хотя бы один раз в 
точке х — £2 (рис. 1).

Требование непрерывности функции f (x)  важно. На 
рис. 2 приведён х^рафик разрывной функции, которая при-

РИС. 2.
нимает на концах отрезка [а; Ь] значения разных знаков, но 
не имеет корней.

Теорема 3 не обеспечивает, однако, единственности кор­
ня на отрезке [а; Ь], поэтому наложим на функцию /(я )  до-



полнителные ограничения. Эти ограничения выражаются 
следующей теоремой о существовании корня.

ТЕОРЕМА 4. Корень £ будет единственным, если, при вы­
полнении условий теоремы 3 производная f ' (x) существу­
ет и сохраняет постоянный знак внутри [а; Ь].

Замечание 2. Теоремы 3 и 4 можно сформулировать не­
сколько в иной форме. Вот формальная запись этих тео­
рем [16]:

Т еорема 3.

Т еорема 4.

/  пепр. па [а; Ь]
Да)ДЬ) < О

€ ( а ; 6 ) : Д £ )  =  0.

/  непр. на [а; Ь]

Да)ДЬ) < О
sign f ' (x)  =  const Уя 6 [а; Ь]

►=*3£б(а;6):/(£) = 0.

Знакопостоянство f ' (x)  означает монотонность функции 
f (x)  на [а; 6], и если f(a)f(b)  < 0, то кривая у =  /(я )  пе­
ресекает ось Ох внутри [а; 6] в единственной точке (рис. 3). 
Если же непрерывная на отрезке функция /(я )  монотонна 
(/'(я) сохраняет постоянный знак), а для концов отрез­
ка истинно неравенство f(a)f(b) > 0, то на [а; Ь\ нет ни 
одного корня уравнения (1). Из сказанного следует: чтобы 
отделить корни уравнения (1), сначала надо найти все ин­
тервалы монотонности функции /(я ), а затем из найден­
ных интервалов оставить те, на границах которых /(я ) 
принимает значения разных знаков. Границами интерва­
лов монотонности непрерывной функции являются точки, 
в которых йроизводная / '(я ) меняет знак (исключая точки 
перегиба), т. е. корни уравнения



Иногда уравнение (3) проще исходного уравнения (1) и 
задачу отделения корней удаётся решить до конца. Так, 
например, если уравнение (1) алгебраическое, то уравне­
ние (3) имеет порядок на единицу меньше порядка исход­
ного уравнения (дано уравнение Рз(ж) — 0; находим корни 
полинома второй степени: РДж) = $ 2(2 ) = О)* 5.

ПРИМЕР 2. Отделим корни уравнения ж3 — 2х — 3 = 0.
Решение. Функция /(ж) = х3 — 2х — 3 и её производная 

/'(ж) = Зж2 — 2 непрерывны на всей действительной оси. 
Определим интервалы монотонности функции. Для этого 
решим уравнение

/'(ж) = Зж2 -  2 = 0.

Его корни Х\ — — у2/3 и ж2 = у2/3. Значит, функция 
монотонна на интервалах оо; -\/2/з), ( -^ 2 /3 ;

3 2
5РзОО =  у  +  у  +  х + 1  =  0, Д =  -1.153653, (6 Д з )  G С;

<5 2 (2:) =  х2 +  х +  1 =  0, d =  — 3 < 0. Перефразируем Конфуция: 
трудно найти действительный корень в бесконечном интервале, осо­
бенно, когда его там нет.



^ 2 /3 ;  oo) 6. При этом

lim /(ж) — —oo < 0 , f  ( —\l2 lz \  < 0,
x —У—oo \ V /

/  ^y/2 /J) < 0, Jim /(ж) = oo > 0.

Интервалы монотонности oo; --^2/3^ и ^ 2/3 ; ^2 /3 ) 
не содержат корней уравнения, так как функция не меняет 
знак на их концах. Единственный действительный корень 
расположен между ^2/3  и оо (причём ^2 /3  ~  0.817). Д

Замечание 3. На отрезке [а; Ь] может быть корень £ урав­
нения (1) даже в случае, если функция /(ж) на концах от­
резка имеет значения одинаковых знаков (рис. 4). В этом 
случае, очевидно, либо /'(£) = 0, либо /(ж) в точке £ не 
дифференцируема. В обеих ситуациях в точке ж = £ функ­
ция /(ж) достигает экстремума, и следовательно, такой ко­
рень является границей интервала монотонности. Корни 
этого типа в дальнейшем рассматривать не будем.

Граф ический способ. Если функция /(ж) такова, что 
её график можно построить сравнительно быстро и просто, 
то для локализации корней уравнения (1) применим гра­
фический способ. По графику функции легко судить о том,

6На самом 
оо; \ /2 /3  , 

непрерывности.

деле наша функция монотонна на промежутках 
- у /2/3; \Д7з1 и ^/2/3;оо). Это следует из её



где находятся точки его пересечения с осью Ох и, следо­
вательно, определить отрезки, содержащие изолированные 
корни уравнения (1).

Если график функции у — f (x)  построить трудно, то 
выясним, нельзя ли преобразовать уравнение (1) в эквива­
лентное уравнение

¥>i(x) = Ы х ) ,  (4)

такое, что графики функций у = ipi(x) и у = строятся 
просто. В этом случае корни уравнения (4) суть абсциссы 
точек пересечения графиков этих функций. В силу экви­
валентности полученного уравнения исходному эти корни 
будут корнями уравнения (1).

ПРИМЕР 3. Отделим корни уравнения х3 — 2х — 3 = 0.
Решение. Построим график функции у — х3 — 2х — 3 

(рис. 5, а) и определим абсциссы точек пересечения это­
го графика с осью Ох. Кривая пересекает ось Ох в од­
ной точке, значит £ 6 [1.4; 2.4]. Упростим решение. Заме­
ним уравнение х3 — 2х — 3 — 0 эквивалентным уравнением 
х3 = 2ж + 3 (рис. 5, б). Строим графики функций ipi(x) = х3 
и tp2 (%) — 2х -\- 3. Корень £ есть точка пересечения куби­
ческой параболы и прямой. Он лежит на отрезке [1.4; 2.4]. 
Л



Если построение графиков вызывает затруднения (выра­
жение /(ж), </д(ж) или ц>2 (х) громоздкое), то сформируем 
таблицу значений функции с помощью компьютера и по 
полученным данным отделим корни.

ПРИМЕР 4. Отделим корни уравнения ж3—2т—3 = 0 с помо­
щью компьютера.

Решение. Сначала составим функциональную схему [17]. 
Работу по отделению корней будут выполнять пять ал­
горитмов — головной с именем ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ и 
подчинённые с именами ГРАНИЦЫ, / ,  / ' ,  /" . Подчинён­
ные алгоритмы-функции вычисляют значения /(ж), /'(ж) и 
/"(ж). На основании теоремы 2 один или три действитель­
ных корня уравнения ж3 —2ж —3 = 0 принадлежат отрезкам 
[—4;—0.6] или [0.6; 4]. Будем считать а, равное —4.6, левой 
границей, а Ь, равное 4, — правой границей корней. Поиск 
суженых отрезков, содержащих по одному корню, выпол­
ним методом равномерного перебора.

Выберем достаточно малый шаг h , такой, чтобы не про­
пустить корней (пусть, например, /г=1, h=0.1). Организуем 
цикл повторений, в котором в точках ж,-, отстоящих друг от 
друга на расстоянии h, определим знаки функций /(ж,- — К) 
и /(ж,). Если они совпадут, то это значит, что на текущем 
отрезке [ж,- — h \ ж,] нет корня уравнения; в противном слу­
чае корень наличиствует (тогда выведем границы отрез­
ка [ж,-_1 ;ж,] и производные /'(жг_х), / ' ( ж,-), /"(ж ,-:), /"(жг)). 
Как только ж,- превзойдёт 6, проанализируем состояние 
флажка — значение логической переменной есть. Она в 
случае отсутствия (действительных) корней позволяет вы­
вести информацию об этом.

Приведём проект программы отделения корней.
{ --------------- /------------— ---------------------------------------------------------}
алг Отделение  корней

вещ  a, b, h
начало



вывести ’ Введите границы а, b и шаг h ==>’
ввести а, 6, h
вывести ’ Ответ:’
вызвать Границы (а, Ь, h, / ,  / ' , /")
вывести ’ Всё ... ’

конец  { головного алгоритма
{ ----------------------------------------------------------------------------------------- —
алг вещ  /(в е щ  х) 

знач х 
начало

}
}

/  <— (х2 — 2)х — 3
возвратиться

конец { алг /(х) }

знач х 
начало

/ '  <■— Зх2 — 2
возвратиться

конец { алг /'(х ) }

алг вещ  /"(вещ  х) 
знач х 

начало
/"  <- 6х
возвратиться

конец { алг /"(х) }
{ ----------------------------------------------------------------------------------------------- }

алг Границы (вещ а, 6, /г, алг вещ /(в ещ  х), /'(в ещ  х),
/"(вещ  х))

знач а, Ь, h
вещ  х, xh лог зпак-слева, знаках, есть 
цел п, г 

начало
знак-слева <— ( / ( а )  < о) есть  лознзь



n <— [(Ь — a)/h -f 0.5]
вывести ’ Границы отрезков, содержащих корни,

и производные ’
для i от 1 до п шаг 1 выполнять

х <— а +  г • h знаках <— [f(x)  < о) 
если знак-слева неэкв знаках 
то

xh <— х — h
вывести ’ левая=’, xh, правая=’, X,

’ f (л )= \ f(xh),  ’ f (п)~  > f i x ),
’ Г (л )= \ f '(xh),  ’ /'(*)>
’ f" (л)=% f"(xh),  ’ f"(n)= ’, /"(*)

знак-.слева <— знаках есть <— ист ина
конец-если { знаки не совпали: есть корень }

конец-цикл { перебора значений х }
если не есть 
то

вывести ’ На [а; Ь] нет действительных корней’,
’ или число действ, корней чётно [h велик).’ 

конец-если { нет корней }
возвратиться

конец { алг ГРАНИЦЫ }
{ --------------------------------------------------------------------------------------------------------------- }

Алгоритмы были закодированы Турбо-Паскалем версии 
7.0 и выполнены на IBM PC. Вот результаты работы: 
единственный действительный корень уравнения принад­
лежит отрезку [1.4; 2.4], /(1.4) = —3.056, /(2.4) =  6.024, 
/'(1.4) = 3.88, /'(2.4) =  15.28, /"(1.4) = 8.4, /"(2.4) = 14.4. 
Д

Упраж нение  2. 1. Отделите аналитически корни урав­
нений:

1) х4 -  4х3 +  4х1 2 -  4 =  0;
2) х5 — Зх3 +  6х — 3 = 0;

3) о: sin а; — 1 = 0;
4) X х  =  1.



2. Отделите графически корни уравнений7:
1 )  1 — 2 cos х /х  = 0;
2) х cos х + 2 = 0;
3) л/2 — х * 2 — In х2 = 0;
4) 100 sin ттх — х — 0;
5) 100sin* -  z 2 =  0;
6) 4 sin £ — 5х2 — 2а; + 3 = 0;
7) 101 — sinz =  0;
8) 2~l:c-3l — \х2 — х — 6| + 1 = 0;
9) ch кх cos кх — 1 = 0, А: = 1,2,3;
10) ch кх cos кх + 1 = 0, к = 1,2,3;
11) tg кх — th кх = 0, к — 1,2,3;
12) + V 2 j  + (\/2  -  V 2 J  = 2х;
13) — 1 =  0.
3. Отделите корни уравнений с помощью компьютера:
1) 0.0004р3 +  0.0008р2 +  0.104р + 1 =  0;
2) 10-5р3 + 17 ■ 10"У  + 8 • 10~2р + 0.5 = 0;
3) 0.004р4 -  0.35р3 + 4.2р2 -  30р +  331 =  0;
4) х7 -  7ж5/6 + 119ж3/360 -  149ж/ 6480 = 0;
5) arcsin(A/a:)—2^1— (А/х)2+0.047т—0.094А—1.844 = 0,

А =  0 ,1 ,2 ,... ,10.
4. Алгоритм ГРАНИЦЫ модифицируйте так, чтобы он в 

дополнение к границам корней и производным выводил 
ещё и границы отрезков, для которых выполняется нера­
венство |/(ж)| ^  6, где 8 = 10~р (р = 3 ,4 ,... , 7).

Перейдём теперь к оценке результатов отделения корня.
1.3 Приближённое значение корня и его оценка
Пусть тем или иным способом удалось отделить кор­

ни уравнения (1). Искомый корень £ находится на отрез­
ке [а; Ь]. В роли приближённого значения корня £ можно

6Х — 6~~Х
7Синус гиперболический shz: = ---- ----- , косинус гиперболический

£Х_|_£“ Х £Г  £ — Х ^
ch х = ------ —- и тангенс гиперболический th х = -----------  - — - .2 ех + е ~ х е *х +  1



принять любое значение ж* из отрезка [а; 6]. Важно только, 
какая будет сделана при этом ошибка х* — £ и допустима ли 
такая ошибка по условию задачи. Точное значение корня 
£ нам неизвестно, следовательно, ошибку х* — £ вычислить 
нельзя. Тогда найдём оценку сверху для модуля этой по­
грешности, т. е. сделаем априорную оценку (она выполня­
ется до того, как произведены вычисления; более точны 
апостериорные оценки, которые делаются после того, как 
приближённое решение задачи найдено).

Т еорема 5. (Оценка погрешности приближённого ре­
шения.) Пусть £ — точный, ах* — приближённый корни 
уравнения (1), принадлежаил.ие одному и тому же отрез­
ку [а; Ь\. Если найдётся такое положительное число т,\, 
что для всех х £ [а; Ь] выполняется неравенство |/'(ж)| ^  
^  т 1 > 0, то справедлива оценка

1Ж* l / ( ® * ) l /m i> (5)
где тг, в частности, есть наименьшее значение \/'(ж)| 
при х £ [а; Ь\ 8:

= inf | / ,(аг)| .
xE[ a \ b1

Доказательство. Применим теорему Лагранжа о конеч­
ных приращениях (теорему о среднем значении): если 
функция /(ж) определена и непрерывна на отрезке [ж*; £] и 
имеет конечную производную в интервале (ж*; £), то внутри 
(ж*; £) найдётся хотя бы одна такая точка X , для которой

f ( x * ) - m  = f ( X ) ( x * -  £).

Отсюда получим

- г  = ( / ( * • ) - / ( £ ) ) / / '( * )■

8По второй теореме Вейерштрасса, если функция определена и не­
прерывна на отрезке, то она достигает на нём своих точных верхней 
и нижней границ. Поэтому в данном случае inf /(ж) совпадает с наи­
меньшим значением.



Здесь X  — промежуточное значение между х* и £, т. е. 
X  е  (а; Ь). Так как /(£) = 0 и |/'(Х )| ^  тг, то взяв по 
модулю в последнем равенстве, найдём оценку

< |/(х*)|/т1.
Теорема доказана. □

Непонимание смысла этой теоремы может привести к 
следующей ошибке. Иногда на практике точность найден­
ного приближённого корня х* оценивают по тому, насколь­
ко хорошо он удовлетворяет уравнению (1). При этом счи­
тают, что если число |/(ж*)| мало, то х* является хорошим 
приближением точного корня £; если же это число вели­
ко, то х* — грубое значение корня. Такой подход, как по­
казывает рис. 6, неправильный. Хотя значение |/(ж*)| на 
рис. 6, а меньше заданного малого числа 6, величина х* ещё 
далека от значения £. На рис. 6, б представлена противопо­
ложная ситуация. Несмотря на то, что здесь f(x*) > 6, чи­
сло х* расположено вблизи корня. В первом случае т\ <С 1, 
а во втором — птх >> 1. Не следует забывать, что если урав­
нение (1) умножить на произвольное число Л ф 0, то полу­
чим эквивалентное уравнение Лf (x)  = 0, причём значение 
|А/(х*)| можно сделать сколь угодно большим или сколь 
угодно малым за счёт выбора множителя Л.

При контроле решения алгебраического уравнения мо­
жет быть полезна теорема Виета (см. титульную страни­
цу книги).



ПРИМЕР 5. Приближённым корнем уравнения f ( x ) = х3 — 
—2х — 3 = 0 является х* =  1.89. Оценим абсолютную по­
грешность этого корня.

Решение. Имеем f{x*) = /(1.89) = —0.02873. Так как при 
х — 1.9 значение /(1-9) = 0.059, то точный корень £ содер­
жится в интервале (1.89; 1.9). Производная f ' ( x ) = За:2 — 2 
на этом промежутке монотонно возрастает. Следовательно, 

"> ,=  Ш ,„ 1 № )!  = |/'(1.89)! = 8.7163..оУ;1 .yj
Отсюда по формуле (5) получим

\х* - £ |  ^  0.02873/8.7163 и  0.0033. Д

Упраж нение  3. Примените теорему (5) в следующих за­
дачах:

1. Корни уравнений 2х3—5т2 + 1=0 и 4а;3+За:2—9а:+2=0 
отделены на интервале (0; 0.6). Оцените погрешности, ко­
торые будут сделаны, если в роли приближённого решения 
этих уравнений взять середину промежутка.

2. Для уравнения 0.0005р3 + 0.105р2 + 2.16р + 65.3 = 0 
найдено приближённое значение корня р — —177. Оцените 
абсолютную погрешность этого решения.

1.4 Уточнение корня методом бисекций

Итак, любой корень £ уравнения (1) локализован т. е. 
£ G [а; Ь]. Теперь уточним его. Для этого применим уни­
версальный способ, являющийся разновидностью метода 
проб. Речь идёт о методе бисекций (его другие названия — 
метод половинного деления, дихот,омии, вилки [12]). Но 
прежде чем переходить к описанию метода, сначала дока­
жем вспомогательные утверждения, которые понадобятся 
в дальнейшем, а затем — теорему существования решения 
уравнения (1) методом бисекций. Заметим, что доказатель­
ства подобных теорем можно разделить на два вида: кон­
структивные и неконструктивные. Основу первых соста­
вляет способ фактического построения искомого решения 
(его мы и применим при обосновании метода бисекций);



вторые, как правило, основаны на рассуждениях от про­
тивного: цепочка логических заключений показывает, что 
решение обязано существовать, ибо в противном случае по­
лучится противоречие.

Докажем сначала две леммы о пределах в неравенствах.

Л емма 1.
lim хп = on

71—» ОО

lim уп = Ъ
71—ЮО

с номера No : хп < уп.
а <Ъ

Доказательство. Берём е = (6 — а)/2. Тогда 
с номера N2 : хп — а < (Ь -  а)/2 «Ф а:п < (а + &)/2, 
с номера Ni : (а — Ь)/2 < уп — 6 ?/„ > (а + Ь)/2.
С номера Ао = sup(iVi, N2) получаем жп < (a -f 6)/2 < уп =>• 

хп < уп. Лемма доказана. □

Л емма 2.
lim хп = a 't

71—» 0 0  1

lim уп — b I =>• а ^  Ь.
71— ►ОО I

с номера N\ : хп < уп)

Доказательство. Пусть а > Ь. Тогда по лемме 1 
с номера N2 : хп > уп.

А по условию 
с номера N\ : хп < уп.

Таким образом,

с номера N0 = sup (АД, N2) получаем 

не может. Лемма доказана. □

> У п  й, чего быть
^  У п

Замечание 4. Приведём пример, когда хп < уп, а их преде­
лы равны

хп — 1 /fit Уп = 2/п 1

lim хп — lim уп = 0.
П — Ю О  П - + 0 О
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Рис. 7.
Замечание 5. Лемма 2 будет, естественно, верна, если в 
условии задано хп ^  уп.

Следствие из леммы 2.

Теперь перейдём к описанию метода бисекций и доказа­
тельству с его помощью теоремы 3 о корне непрерывной 
функции.

Доказательство. Предположим для определённости, что 
/(а) < 0, a /(6) > 0 (рис. 7). Разделим точкой х* отре­
зок [а; Ь] пополам и в роли начального приближения кор­
ня возьмём середину этого отрезка, т. е. ж* = (а +  Ь)/2. 
Вычислим f(x*). Если f(x*) = 0, то £ = ж* является кор­
нем уравнения и теорема доказана. В противном случае, 
/(ж*) ф 0, в качестве нового, суженного отрезка [ai; &i] вы­
берем ту из половин [а; ж*] или [ж*;Ь], на концах которой 
функция /(ж) принимает противоположные знаки. В слу­
чае, приведённом на рис. 7, оказывается, что /(а)/(ж*) > О, 
а < 0, поэтому аг = ж*, Ьх =  Ь.

Найденный отрезок снова делим пополам в точке ж̂  = 
= («1 + £>i ) / 2 и получим либо f (xl )  = 0, либо выберем от­
резок [а2]Ьф\, на концах которого / ( а 2) < 0, f (b2) > 0, где, 
например (рис. 7), а2 = а1; а Ъ2 — х\. Будем продолжать 
этот процесс. Он прервётся на некотором шаге (/(ж*) =  о) 
или будет неограниченно продолжаться. В первом случае



вопрос о существовании корня уравнения (1) решён, поэто­
му рассмотрим второй случай.

Неограниченное продолжение процесса даст последова­
тельность вложенных друг в друга отрезков [а; Ь], [ai;&i], 
[а2; Ь2] , . . . ,  таких, что:

О'П ^  ®П+1 ^  П̂+1 ^  6 ) (6)
причём

f (an) < 0, /(&„) > 0.
Длины отрезков с возврастанием номера п стремятся к 
нулю9:

lim (bn — ап) — lim (b — а)!2" = 0.

Возьмём левые концы отрезков (ап). Согласно (6) они обра­
зуют монотонно неубывающую ограниченную последова­
тельность. Она имеет предел, который назовём 6 :

lim ап = 6-п—+оо

На основании (6) и лемм 1, 2 получим

6  ^  Ьп. (7)
Теперь рассмотрим правые концы отрезков (Ьп). Они обра­
зуют монотонно невозрастающую ограниченную последо­
вательность, которая имеет предел 6 :

lim Ъп = 6-
71—ЮЭ

Согласно неравенству (7) и лемм 1, 2 эти пределы удовле­
творяют неравенству 6  ^  6- Итак, имеем

®П 6  ^  6  ^  6
и, следовательно,

6  ~ 6  ^ b n - a n = ( b -  а)!2” ^  е.

9Так как после каждого деления отрезок, содержащий корень, 
уменьшается вдвое, то после п делений исходный отрезок сокраща­
ется в 2" раз.



Таким образом, разность £2 — 6  меньше любого наперёд 
заданного положительного числа е. Это означает, что 
6  -  6  = 0, т. е. 6  = 6  = 6

Найденная точка £ — единственная общая точка для 
всех отрезков построенной последовательности. Докажем, 
что она является корнем уравнения (1). Согласно опреде­
лению непрерывности, возможности предельного перехода 
в неравенствах и учитывая, что f (an) ^  0, получим

/ ( 6  = J im /(а„) ^  0. (8)

Аналогично, учитывая, что f(bn) ^  0, имеем

/(О  = lim f{bn) ^  0. (9)
71— Ю О  7 х 7

Из (8) и (9) следует, что /(£) = 0, т. е. £ — корень уравне­
ния (1). Теорема доказана. □

Процесс построения последовательности вложенных стя­
гивающихся отрезков методом бисекций является эффек­
тивным вычислительным алгоритмом решения уравне­
ния (1). На n-м этапе этого процесса получаем неравен­
ство ап ^  ^  Ьп, которое означает, что число ап пред­
ставляет искомый корень £ с недостатком, а число Ьп — 
с избытком, с ошибкой, не превосходящей длину отрез­
ка Ап — Ьп — ап = (Ь — а)/2". При увеличении п ошибка 
стремится к нулю по закону геометрической прогрессии со 
знаменателем q = 1/2. Если задана точность е (е > 0), 
то чтобы её достигнуть, следует выбрать число шагов N , 
удовлетворяющее условию

N  = 1п((Ь — а )/е )/1 п 2  +  0.5 ,

где In 2 яз 0.6931.

ПРИМЕР 6. Методом бисекций сузим отрезок [1.4; 2.4], на 
котором отделён корень £ уравнения f ( x ) = х3 — 2х — 3 = 0, 
так, чтобы длина полученного отрезка не превышала 0.1.



Рис. 8.
Решение. Длина исходного отрезка равна 1. Так как на 

каждом шаге бисекдий длина отрезка уменьшается вдвое, 
то сделаем четыре шага. При этом получим отрезок длиной 
в 1/24 = 1/16 < 0.1. Итак, сначала выясним знаки функ­
ции на концах исходного отрезка: /(1.4) = —3.056 < 0, 
/(2.4) = 6.024 > 0. Теперь приступим к делению:
1) я* =  (1.4 + 2.4)/2 =  1.9, /(1.9) рз 0.1, £е (1.4; 1.9);
2) я* =  (1.4 + 1.9)/2 =  1.65, /(1.65) рз—1.8, £ € (1.65; 1.9);
3) *5 = (1.65 + 1.9)/2 = 1.775, /(1.775)и —1, £€ (1.775; 1.9);
4) х$ = (1.775 +  1.9)/2 = 1.8375, /(1.8375)«-0.5,

(1.8375; 1.9).
Всё: найден отрезок [1.8375; 1.9], длина которого 0.0625 < 
< 0 .1 . Л

Метод бисекций легко реализуется на компьютере.
ПРИМЕР 7. Методом бисекций с точностью б =  10~7 уточ­
ним корень уравнения х3 — 2х — 3 = 0, отделённый на от­
резке [1.4; 2.4].

Решение. Построим функциональную схему (рис. 8). Она 
содержит четыре алгоритма: головной с именем УТОЧНЕ­
НИЕ КОРНЯ и три подчинённых с именами БИСЕКЦИИ (на 
втором уровне иерархии) и /  (на втором и третьем уров­
нях).

Приведём текст программы на алгоритмическом язы­
ке [17].



{ --------------------------------------------------------------------------------------------------------------- }
алг Уточнение корня { Метод бисекций }

веш , й, 6, £, ж, у { 6компьютерный см. с. 52, а также [17] }
ц е л  п 

н а ч а л о
вывести ’ Введите а — левую границу, Ь — правую гра­

ницу отрезка и точность е = > ’
ввести а, 6, е
вывести ’ Корень уравнения ж3 — 2ж — 3 =  0.’,

’ Метод бисекций.’,
’ Исходные данные:’,
’ а = ’, а, ’ b =  ’, 6, ’ е е 

вызвать Бисекции (о,, 6, е, / ,  ж, п)
У *- f (x )
вывести ’ Ответ:’,

’ корень х = ’, х, ’ невязка / ( ж )  = ’, г/,
’ число делений исходного отрезка п = ’, п,
’ Всё ’

конец { головного алгоритма }
{ ------------------- ---------------------------------------------------------------------------------------------}
алг вещ  /(в е щ  х)

. .. текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг /(ж) }

-------------------------------- }{ --------------------------------------------------------

алг Бисекции (вещ  а, Ь, е,
алг вещ /(в е щ  ж), вещ  ж, цел п

знач а, 6, е рез ж, п 
вещ а-i, Ьт лог знак .а 

начало
знак-а <— (/(«) < О) я «- 0 
di <— a bi <— Ь 
выполнять

п <— n +  1 ж 0.5(ах +  bi)
если знакм  экв ( / 0 е) < о) 
то



a i <— х 
иначе

b\ <— х
конец-если { выбора отрезка }

пока Ьг — ах > е { ео цикла по е10 }
возвратиться

конец { алг Бисекции }
{----------------------------------------------------------------------------}

Приведём результаты решения (язык программирования 
ТР7.0): корень х = 1.893289, при этом f(x ) = —7.3 ■ 10~7, 
число делений промежутка [1.4; 2.4] равно 23. Д

О бсуж дение. Метод бисекций — глобально сходящий­
ся алгоритм. Он прост, неприхотлив (требует только не­
прерывности функции f(x )  и минимума подготовительной 
работы за столом), универсален и абсолютно надёжен.

Упраж нение 4. 1. Методом бисекций уменьшите в 10 
раз отрезок [0 ; 0 .6], на котором отделены корни уравнений:

1) 2х3 — 5а;2 + 1 = 0; 2) 4а;3 + За;2 — 9а; + 2 = 0.
2. Методом бисекций найдите с точностью е = 10“ 7 корни 

следующих уравнений:
1) ш6 -  131ы4 + 1344ш2 -  2880 = 0;
2) 99.72z4 + 2.870565 • 10"V  + 6.674356 • 10~16z -  7600 = 0;
3) ех -  1/(х + 1);
4) 7Г In тех — 1 /(жх) = 0.
3. Методом бисекций найдите первые три положитель­

ных корня (е = 10_6):
1) х — sin 25а; = 0;
2) а;2 +  2а; + 1 — tg 7гх = 0;
3) sin a;(ch х + 1) — sh a;(cos x + 1) = 0;
4) a — 2(1 + ch о: cos a:)/ (ch a sin a — sh a cos a) = 0;
5) E — x — R I0(eDx — 1) = 0 при E = 2, R = 10, Iq — 10~8 

и D =  20;

10eo — сокращение от end of.



6) (Е  -  x )/R  -  Ахе~ах -  D (ерх -  l) = 0 ,  где Е  = 1, 
R  =  125, А = 0.2718, а  = 10, D = 10“ 8 и /3 = 20.

4. С точностью 10-5 найдите первый положительный ко­
рень уравнения

a 3(ch a  cos а. +  1 )/(ch a sin а — sh a cos а) +  Е  =  0

при условии, что Е  принимает значения: 0, 20, 65, 100.
5. С точностью £ = 10- 7  решите уравнение
Г(ж) = 1.5, жб[2;3], 1 /Г(.т) = хеСх П (1 + х/к)е~х/к,
С = 0.577 215 664 901 532 5.
6 . Определите глубину погружения пробкового шара ра­

диуса 50 см, плавающего в воде. Плотность пробки д = 
= 0.3 г/см3; £ = 10_3.

7. Шар радиуса R  разделите параллельными плоскостя­
ми на п равновеликих частей; £ = 10"5.

8 . Две лестницы, одна в 20 м длины, другая в 30 м, по­
ставлены поперёк улицы и опираются своими концами на 
противоположные дома. Определите с точностью до 1 см 
ширину улицы, если точка пересечения лестниц находится 
на высоте 8 м над землёй.

9. Площадь S  кругового сегмента, дуга которого о, рав­
на R2(a — sina)/2  (о есть радианная мера дуги). Найдите 
сегмент, площадь которого равна 0.2 площади круга (най­
ти сегмент — значит определить угловую меру его дуги); 
£ =  К Г 3.

10. Через точку, лежащую на диаметре полукруга, про­
ведите прямую, делящую площадь полукруга в отношении 
т : п; е =  1 0~4.

1 1 . Определите, описание какого алгоритма приведено 
ниже:

х'о = a, h0 = ( b - a ) / 2 , s0 = sign/(a),
®п З'п—1 4~ ) • /in_x,
hn — 7̂-77,—i / 2 , 7i £ N*.



2. М етод просты х итераций

П остановка задачи

Пусть дано уравнение

/ М  = 0 , (10)
где функция f(x )  определена и непрерывна всюду на от­
резке [а;Ь], содержащем действительный корень уравне­
ния. Требуется вычислить его с любой наперёд заданной 
точностью е.

Многие методы численного решения уравнения (10) 
основаны на идее последовательных приближений. Ниже 
будет получена рекуррентная формула11 12 метода простой 
итерации xn+i = ip(xn), п G Zq. Как видно, она позволяет 
выразить (п + 1)-й член последовательности через значение 
её тг-го члена. При наличии рекуррентной формулы после­
довательность (хп) определяется выбором нулевого чле­
на xq. Эта последовательность называется итеративной, 
причём итерация12 есть результат неоднократного приме­
нения какой-либо математической операции (в данном слу­
чае вычислений по рекуррентной формуле). Другими сло­
вами, итерацией называется каждый шаг в итеративном 
процессе уточнения начального приближения Хо корня. В 
результате итераций находится последовательность при­
ближённых значений (хп) корня £. Если эти значения с 
ростом п приближаются к £, то говорят, что итеративный 
процесс сходится.

При построении последовательности (хп) возникают два 
вопроса:

1 . Можно ли итеративный процесс продолжать неогра­
ниченно и будут ли числа хп принадлежать отрезку [а; 6]?

2 . Если итеративный процесс бесконечен, то как ведут 
себя числа хп при п —> оо?

11 Лат. recurrens — возвращающийся.
12Лат. iteratio — повторение.



Итак, важно знать, сходится ли последовательность (хп) 
к корню уравнения (10), и, если сходится, то какова ско­
рость сходимости. Напомним некоторые факты, которые 
потребуются в дальнейшем. Речь идёт о признаке сходи­
мости, базирующемся только на свойствах членов данной 
последовательности:

для сходимости последовательности (хп) необходимо 
и достаточно, чтобы она удовлетворяла условию Коши, 
т. е. при любом е > 0 существует такой номер N , что 
для всех р Е Zo выполняется неравенство \хп+р — хп\ < е.

Заметим, что последовательность, удовлетворяющая ус­
ловию Коши, называется последовательностью Коши (по- 
другому, фундаментальной последовательностью).

2.1 М етод итераций

Итак, уточним корень уравнения (10) методом итераций. 
Для этого заменим данное уравнение эквивалентным урав­
нением вида

х = р(х), (1 1 )

где функция <р(х) непрерывна на [а; Ь]. Возьмём в роли на­
чального приближения какое-либо значение х0 € [а; Ь] и 
подставим его в правую часть уравнения (11). Вычислим 
значение р(х0). Получим первое приближение корня, кото­
рое назовём Х\. Подставим теперь х\ в <р(х), найдём новое 
число — второе приближение X2 = 9?(t i). Продолжая этот 
процесс, построим последовательность чисел (жп), опреде­
ляемых рекуррентной формулой

®n+i — ¥,( '̂п)) ^ € Zo,
< а + b (12)

/ 1*° = —
Если последовательность (жп) сходится, т. е. существу­

ет конечный предел lim хп = £, то, переходя к пределу в
п —К Х )



в) - 1  < <р'(х) < 0  г) (р’(х) < -1

равенстве (12) при тг —> оо, найдём, что 

lim xn+i — ip( lim хп)
71—► ОО ''7 1 —К Х ) 7

ИЛИ

£ = ¥>(0 -
Это равенство означает: предел f является корнем урав­
нения (11), а следовательно, и уравнения (10). В силу схо­
димости процесса (12) этот корень можно вычислить (при 
достаточно большом п) с любой наперёд заданной точно­
стью е.

Приведём геометрическую интерпретацию метода. Дей­
ствительный корень уравнения (1 1) является абциссой точ­
ки пересечения графиков функций у — х и у = ip(x). По­
строим эти графики. Здесь возможны два случая: </?'(ж) ^  0 
(рис. 9, а, б) и <р'(х) < 0 (рис. 9, в, г).

Возьмём на оси Ох произвольную точку с абциссой х0, 
лежащую на отрезке [а; 6]. Проведём через неё вертикаль­



ную прямую до пересечения с кривой у = <р(х) в точке 
Ао{х0, (р(хо)У Затем, учитывая (1 1), через точку А0 про­
ведём горизонтальную прямую до пересечения с прямой 
у = х в точке В\. Но </?(хо) есть новое значение х\, сле­
довательно, точка Вг имеет координаты (xi, </?(х0) ) . Далее 
проведём через точку В\ вертикальную прямую. Она пере­
сечёт кривую у = <р(х) в точке А\ ^xi, ip(xi)"j. Продолжая 
процесс построения, в результате получим ломаную с бес­
конечным множеством звеньев А 0 В 1 А 1 В 2 А 2 . .. и бесконеч­
ным множеством вершин, причём вершины Ао, Ai, А 2 , ■ ■ ■ 
лежат на кривой, а вершины Bi, В 2 , . . .  — на биссектрисе 
первого координатного угла. Абсциссы вершин этой лома­
ной хо, xi, Х2 , ■ ■ . суть не что иное, как члены итеративной 
последовательности (х„).

На рис. 9, а вблизи корня £ функция р(х) возрастает и 
выполнено условие 0 < <р'(х) < 1 , а итеративная после­
довательность либо убывает (если х0 > £), либо возраста­
ет (х0 < £). Ломаная линия имеет вид лестницы с беско­
нечным множеством ступенек. В обоих случаях последова­
тельность (х„) сходится к корню £ монотонно (односторон­
нее приближение).

На рис. 9, в в окрестности корня £ функция <р(х) убыва­
ет и истинно неравенство —1 < <р'(х) < 0. Ломаная имеет 
вид бесконечной спирали, сжимающейся при приближении 
к точке пересечения кривой и биссектрисы (значения х0, 
Xi, х2, . . .  “обёртывают” корень £; точка £ — центр итера­
ции). Последовательность сходится к корню, но она немо­
нотонна: чередуются члены последовательности, большие 
и меньшие (двустороннее приближение).

На рис. 9, б и г в окрестности корня |<Д(х)| > 1 . Процесс 
итераций расходится: как бы близко к корню ни взять ну­
левое приближение х0, каждое последующее значение от­
стоит дальше от корня £, чем предыдущее. В такой ситуа­
ции метод итераций неприменим.

Если же окажется, что вблизи корня |</?'(х)| =  1, то по­



лучим бесконечный итеративный процесс (“холостой ход”, 
“вечное повторение действий”): при р'(х) = 1 все прибли­
жения равны между собой, а при <р'(х) = — 1 равны ме­
жду собой значения с чётными номерами х0, х2, . . .  ,х 2к, 
. . .  и равны с нечётными — ха, х3, . . .  , x2A:+i , • ■ ■ • Конечно, 
здесь в рассуждениях игнорируются погрешности округле­
ний, т. е. предполагается, что последовательные приближе­
ния находятся точно.

2.2 Условие сходимости метода итераций

Прежде чем применять любой итеративный метод, необ­
ходимо знать, будет ли сходиться последовательность (хп) 
к корню уравнения (1 1) (а следовательно, и уравнения (10)) 
при возрастании п?

О пределение 1 . Метод приближённого решения уравне­
ния (1 0) называется сходящимся, если последовательность 
приближённых значений корня (хп) сходящаяся, т. е. име­
ется конечный предел, равный точному значению корня: 
П т хп = £.

п—*оо

Выведём достаточные условия сходимости процесса 
итераций, т. е. условия, которые служат гарантией того, 
что последовательные значения хп будут приближаться к 
корню уравнения (11). Отметим, что эти условия не будут 
необходимыми, так как существуют уравнения, для кото­
рых они не выполняются, но тем не менее посредством ите­
раций (12) можно уточнить корень.

Т еорема 6. (О сходимости итеративной последова­
тельности и единственности реш ения.) Пусть £ — 
корень уравнения (1 1) и пусть функция р(х) определена и 
дифференцируема на отрезке [а; Ь], причём для х 6  [а; 6] все 
её значения у>{х) £ [а; Ь]. Тогда, если существует такое по­
ложительное число (постоянная Липшица, коэффициент 
сжатия) q < 1, что при х £ [а; Ь] выполняет,ся неравен­



ство

| / ( x ) | ^ g < l ,  (13)

то на отрезке [а; Ь] уравнение (1 1) имеет единственный 
корень х =  £ и процесс итераций (12) сходится к это­
му корню независимо от выбора начального приближения 
х0 € [а; Ь].

Сформулированная теорема имеет простой смысл. Ска­
жем, что функция <р осуществляет отображение точки х на 
точку у = fp(x). Тогда условие (13) означает, что отобра­
жение <р является сжимающим: расстояние между точками 
х\ и xi больше, чем расстояние между их изображениями 
ух = <р(х\) и j/2 = ¥>(22). Корень £ — неподвижная точка 
отображения <р (он преобразуется сам в себя: £ = у>(£)). 
Значит, каждый шаг в процессе (12), сжимая расстояние, 
должен приближать члены итеративной последовательно­
сти (жп) к неподвижной точке £.

Перейдём к доказательству теоремы 6 .

Доказательство. Сначала докажем, что метод сходит­
ся. Выберем произвольным образом число Хо 6  [а; Ь] и 
по формуле (12) построим последовательность точек Хх, 
т2, . . .  , хп, . . . ,  которые в силу условий теоремы также при­
надлежат отрезку [а; Ь]. Найдём разность двух последова­
тельных приближений:

Хп+ 1 хп — <р(тп) <p(:cn_i).

Используя теорему Лагранжа о приращении функции, по­
лучим

xn+i - х п -  ip'(x*)(xn -  Хп-х),
где х* € (тп_х; хп). В последнем равенстве возьмём по моду­
лю и воспользуемся условием (13). В результате получим 
неравенство

|®п+1 ^nl ^  Я (хп Тп_х) .



Отсюда, полагая п = 1, 2, 3, , шаг за шагом находим

\х2 -  Xi\ ^  q\x\ -  ж0|,
1жз -  х2\ ^  q\x2 -  аД ^  q2\xx -  х0|,

|®n+i Хп\ ^  q\xn ^  q |tj аД. (14)
Оценка (14) позволяет доказать фундаментальность по­

следовательности (хп). Действительно, пусть р — любое 
натуральное число. Тогда

Хп-\-р хп
а

и согласно (14) имеем

р

У 'j{Xn+k ^n+fc-l)) 
к= 1

\хп+р — хп\ ^  k i-^ o l  Чп+к 1 -
к+1

=  \ xi-xQ\qn{ l - q p) l { l - q )  ^  \Xl- x 0\qn/ { l - q ) ,
т. е.

|Хп+р хп\ ^  |xi аД^ / ( 1  <7), А;, р £ N. (15)
Так как правая часть неравенства (15) стремится к нулю 
при п —> оо (ибо при 0 < q < 1 lim qn — 0) и не зависит
от р, последовательность (хп) является фундаментальной, 
значит существует предел

lim хп -  ф
П —УОО

Переходя в (12) к пределу при п —> оо и учитывая непре­
рывность функции ip(x), получим £ = Д£), т. е. £ — корень 
уравнения (И).

Теперь докажем единственность решения по методу 
итераций. Предположим противное: пусть (  — ещё один 
корень уравнения (11), принадлежащий отрезку [а; 6]. То­
гда С =  9?(С). Найдём разность

с -  е = -  *>(0 .



Применив теорему Лагранжа, получим

С - £  = уФ * )(С - 0

или
(С — 0 ( i  -  <р '(ж*)) =  о>

где х* € {(',()■ Так как разность 1 — <р'(х*) не равна нулю 
(см. условие (13)) , то (  — £ = 0, т. е. ( = £. Следовательно, 
корень £ единственный. Теорема доказана. □

Замечание 6 . В роли начального приближения х0 можно 
брать любое число из отрезка [а; Ь], например, Хо = (а+Ь)/2 , 
а в роли постоянной Липшица q — наибольшее значение 
модуля производной функции ip(x) на отрезке [а; Ь\:

q =  sup \<р\х)\ (16)
а:£[а;Ь]

(напомним, что у функции, заданной на отрезке, sup совпа­
дает с наибольшим значением). Если при решении уравне­
ния (11) окажется, что 0 < q < 1, то условие (13) выполне­
но. Величина q характеризует скорость сходимости метода 
итераций, или, другими словами, качество выбора функ­
ции <р(х).

2.3 Оценка приближ ения в методе итераций

Решение задач на компьютере сопряжено с погрешностя­
ми трёх видов: первая, неустранимая погрешность или по­
грешность исходной информации (получается в результа­
те суммирования погрешности математической модели и 
погрешности исходных данных), вторая, погрешность ме­
тода или погрешность аппроксимации (порождается вы­
нужденной заменой точного решения приближённым) и 
третья, вычислительная погрешность или погрешность 
округления (результат конечности разрядной сетки сумма­
тора). Исследуем погрешность аппроксимации на примере 
метода итераций.



а) б)

РИС. 10.
1. Предположим, что условия теоремы 6 выполнены и 

метод итераций сходится. Оценим по модулю разность ме­
жду точным £ и приближённым xn+i значениями корня. 
Учитывая теорему Лагранжа, неравенство 0 < q < 1 и не­
равенство для модуля суммы, получим:

1£ — хп+\ | = И О  -¥>(®п)| = |<уз,(ж*)||^-Жп| ^
^  ?|£ -  хп\ = д|(£ -  аГтг+l) + {хп+1 -  г„)| ^
< ?|£ -  Хп+1 | + q\xn+l -  Х п \.

Отсюда имеем

|£ з-п+11 ^  12:71+1 хп |§ / ( 1  (?) • (17)
Правило (17) является общим. Оно даёт возможность оце­
нить погрешность по разности двух последовательных при­
ближений хп и xn+i. Наличие множителя <?/(1 — (?) в нера­
венстве (17) означает, что из совпадения хп и xn+i с за­
данной степенью точности е в общем случае нельзя делать 
вывод о том, что с той же точностью справедливо соотно­
шение £ ~  xn+i. Более того, легко показать, что если <р'(х) 
близка к 1 , то значение |£ — хп+х\ может быть большим, 
хотя значение |жп+1 — хп\ мало (рис. 10, а). В этом случае 
процесс итераций следует продолжать до тех пор, пока для 
двух последовательных приближений не станет истинным 
неравенство



где е — заданная предельная абсолютная погрешность вы­
числения корня. Тогда в силу (17) будет выполняться не­
равенство |£ — xn+i \ ^  е, т. е. £ = xn+i ±  £.

Однако, если 0 < q ^  0.5, то (1 — q)/q ^  1 и оценку (17) 
можно заменить неравенством

|£ ®П+1 | ^  1̂ 71+1 2-п|- (19)

В этом случае из неравенства

l'En + 1 %п 1 ^  £ (20)

следует, что

|£ 2-ri+i | ^  £• (2 1)

Неравенство (20) можно использовать для оценки по­
грешности, если на отрезке [а; Ь] производная <р'(х) отри­
цательна, т. е. — 1 < <р'(х) < 0. В этом случае имеет место 
спиралевидная сходимость (рис. 10, б), т. е. последователь­
ные приближения хп и хп+\ всегда находятся по разные 
стороны от корня £.

2 . Для оценки погрешности приближения хп+1 можно 
воспользоваться и общим неравенством

|£ -  ®n+i| ^  |/(x n+i)|/m i, (22)

где 771! = inf |/'(х )|.
х Е [а ‘,о\

Пример 8 . Уточним с тремя верными десятичными знака­
ми корень уравнения х3 — 2х — 3 = 0 , отделённый на отрез­
ке [1.4; 2.4].

Решение. Преобразовать данное уравнение к виду х = 
— р{х) можно различными способами, например,

х 2= л/2х +  3, х =  yj2 +  3 /ж,

х — (х3 — 3 ) /2 ,  х =  х3 — х — 3,

х =  (2х +  3 ) / ж 2, х =  (х3 +  х — 3 ) / 3



и т. д., но условию (13) удовлетворяют только первые 
два уравнения. Действительно, возьмём, например, </?(ж) = 
=  у/2х +  3. На отрезке [1.4; 2.4]

О < ip'(x) = 2/(3^/(2x + 3)2) < 1,

причём q = sup |</>'(ж)| = уД1.4) и  0.207. Поэтому рас-
г€[1.4;2.4]

чёты можно вести с точностью до четырёх десятичных зна­
ков и в соответствии с правилом (20) прервать вычисления, 
как только два последовательных приближения совпадут. 
При этом выполнится неравенство |а:п+1 — хп\ ^  0.00005. 

Итак, имеем расчётную формулу

®n+i — ~^2хп 3, п £ Zo-

В роли начального приближения х0 возьмём значение вы­
ражения (1.4 + 2.4)/2. Приведём результаты расчётов:

х0 = 1.9000, хг = 1.8945, х2 = 1.8935,
т3 =  1.8933, х4 = 1.8933,

отсюда следует, что £ = 1.8933 ±  0.00005. Д

Замечание 7. Так как сходимость метода выше для ма­
лых значений |сД(а:)|, выгодно подобрать, по возможно­
сти, функцию <р(х) так, чтобы её производная в окрест­
ности корня £ была близка к нулю. В указанном смы­
сле выбор в роли ц>(х) выражения 2 -f 3/х менее удачен, 
чем только что рассмотренный вариант. Действительно, 
4>'{х) — —l-bl{xJ{2x  + 3)ж) и q = sup |<Д(.т)| — ср'(1.4) ру

хе[1.4;2.4]
и  0.376 > 0.207.

2.4 Вы бор уравнения х =  ip(x)

Преобразование уравнения (10) к виду (1 1) можно реа­
лизовать бесконечным множеством способов, но интересны 
лишь те варианты, для которых выполняется условие (13). 
Здесь важно ещё, каково значение коэффициента сжатия



q при этом получится (чем меньше липшидева константа, 
тем быстрее процесс последовательных приближений схо­
дится).

Укажем некоторые достаточно общие приёмы приведе­
ния уравнения (10) к виду (1 1), обеспечивающие выполне­
ние условия (13).

1. Для построения необходимого уравнения полезно вос­
пользоваться свойством взаимно обратных функций. Речь 
идёт о следующем. Пусть уравнение (1 1) таково, что на 
отрезке локализации корня истинно неравенство \ip'{x)\ ^  
^  г > 1 . Тогда процесс итераций для этого уравнения рас­
ходится. Однако, если уравнение х = р(х) заменить экви­
валентным уравнением х = ф(х), где ф(х) =  р~1[х) — 
обратная функция, то получим сходящийся итеративный 
процесс, так как

ф \х) 1/<Д(т/>(ж)) ^  1 /г  — q < 1 .

ПРИМЕР 9. Возьмём уравнение х3 — 2х — 3 = 0.
Решение. Перейдём к эквивалентному уравнению х = 

= (ж3 — 3)/2. Это отображение не является сжатым. Дей­
ствительно, р'{х) — Зт2/2, поэтому <р'(х) ^  2.94 при х 6 
€ [1.4; 2.4]. Переход же к обратной функции ф (х)=\/2х+3 
даст сходящийся итеративный процесс (см. пример 8). Д

2 . Укажем достаточно общий приём приведения уравне­
ния (10) к виду (1 1 ), обеспечивающий выполнение усло­
вия (13). Пусть £ 6  [а; 6], причём

0 < mi ^  f '(x )  ^  Mi при х 6  [а; b], (23)

где в роли mi и Mi возьмём соответственно числа 

m i = inf |/ '(х ) |, Mi = sup \f'(x)\
:re[a;6]

(если производная f ' (x)  < 0, то вместо уравнения (10) ре­
шаем уравнение —f(x)  = о).



Эквивалентность уравнений (10) и х = х — А/(ж), где 
А > 0, очевидна. Подберём константу А так, чтобы в окрест­
ности корня £ выполнялось неравенство

0 ^  ip'(x) = 1 -  А/'(ж) ^  q < 1.
Отсюда на основании (23) получим

0 ^ 1  — ХМ\ SC 1 — Ami ^  q < 1.
Следовательно, если взять

А = 1/М\ и  ̂= 1 —mi/Mi  < 1, (24)
то условие (13) будет выполнено.
ПРИМЕР 10. Преобразуем уравнение х3 — 2х — 3 = 0, 
£ G [1.4; 2.4] к приведённому виду (11) при выполнении не­
равенства (13).

Решение. Функция /(ж) = ж3 — 2ж — 3 возрастает на от­
резке локализации корня, так как /'(ж) = Зж2 — 2 > 0 при 
ж е [1.4; 2.4]. Значит, т х = inf |/'(ж)| =  |У‘/(1.4)| = 3.88, а

хб[1.4;2.4]
Mi = sup |/'(ж)| = | / /(2.4)| = 15.28. Тогда в силу (24)

х б [1 .4 ;2 .4 ]

найдём, что А = 1 /М\ = 1/15.28, q — 1 — m \jM \ ~  
~  0.7461. Расчётные формулы метода итераций для урав­
нения х3 — 2ж — 3 = 0 примут следующий вид:

Жп+1 — т п Дп? Д п '— 2xn 3)/15.28, Хо — 1.9,
(25)

|ДП| ^  Е, E = e(l — q)/q, q = 0.7461, е = 10~7, п G Z0.
(26)

Формулы (25) и (26) будут реализованы ниже в алгоритме 
Уточнение корня . Д

О бсуж ден и е. Изложенный метод уточнения корня урав­
нения (10) прост и обладает свойством самоисправляемо- 
сти, а именно: если выполнены условия теоремы 6 , то ме­
тод итераций сходится при любом выборе начального зна­
чения х0 из отрезка [а; Ь], так как ошибка в вычислениях, не



выводящая за границы этого отрезка, не влияет на конеч­
ный результат (если только она не сделана на последнем 
шаге), ибо ошибочное значение можно рассматривать как 
новое начальное приближение Хо в итеративном процес­
се (12). В худшем случае ошибка приведёт к увеличению 
количества шагов уточнения. Свойство самоисправляемо- 
сти усиливает надёжность метода.

Метод итераций легко программируется для использо­
вания на компьютере.
ПРИМЕР 11. Решим задачу из примера 10 на компьютере.

Решение. Построим функциональную схему программы. 
Задачу будут решать пять алгоритмов — головной (на­
зовём его У точнение корня) и подчинённые: Iter  (уточ­
няет корень ж), DELTA (вычисляет поправку Дп), /  (кон­
тролирует вычисления, находит невязку) и / '  (вычисляет
/'(ж)). Надёжности алгоритмов последовательных прибли­
жений уделим особое внимание, так как вполне возможна 
ситуация, когда вследствие ошибок (неверно отделён ко­
рень х, неправильно выбрано начальное приближение Хо, 
число е слишком мало, неверно построена функция </>, т. е. 
Д п, описки в командах и т. п.) алгоритм ITER будет вы­
полняться “вечно”. Чтобы такое не произошло, будем за­
давать число nmax — максимальное количество итератив­
ных шагов, за которое планируем уточнить корень х. Это 
число выберем не слишком малым и не слишком большим. 
В учебных задачах оно равно десяткам, сотням, а в при­
кладных, практических задачах — сотням, тысячам.

Кроме того будем использовать переменную-флажок 
nend, которая получит текущее значение п, если выход 
из цикла приближений совершится при верном неравенст­
ве (26), или Пщах + 1 , если поправка по модулю всё ещё боль­
ше а выполненное число итераций п превзойдёт на еди­
ницу заданное число nmax. Поэтому аргументами (значени­
ями) алгоритма ITER будут вещ х0, е и цел nmax, функция 
алг вещ  D elta, а результатами — вещ х и цел пешь



РИС. 11.

Приведём схему иерархии (см. рис. 11). Поясним её13. 
Головной алгоритм передаст аргументы алгоритму ITER, 
а получив от него продукцию, проанализирует её и не­
зависимо от результата анализа (корень уточнён или не 
уточнён), проконтролирует значение х и выведет: корень 
х, число сделанных итеративных шагов п и значение у = 
= f(x).  Эти результаты (“отпечатки пальцев”) могут быть 
информацией к размышлению. Что мы знаем о корне? 
Из графического решения приближённое значение корня 
равно 1.9. Его можно уточнить, вычислив х\ по форму­
ле t i=^3+x0(17.28—Xg))/15.28. Первое приближение рав­
но 1.8961. Однако будет лучше, если возложить контроль 
решения на компьютер. Так мы и поступим: обратимся 
к алгоритму / ,  подставим корень х в уравнение (10) и 
определим, насколько близка к нулю невязка (не забывая 
при этом, что если уравнение (10) умножить на отличное

13Эта функциональная схема годна для всех итеративных методов, 
но алгоритм /"  потребуется только в реализациях методов хорд и ка­
сательных.



от нуля значение Л, то получим эквивалентное уравнение 
Af(x) = 0, причём число \Л/(х)\ можно сделать сколь угод­
но малым за счёт выбора множителя Л ).

По значению пепа будем судить, как отработал алгоритм 
ITER. При е = 10- 7  ждём, что процесс итераций сойдётся за 
десяток-второй шагов. Значение nmax возьмём с запасом, 
положив его равным, например, 100. Если окажется, что 
конечное значение п равно nmax + 1 , то неравенство (26) 
не выполнилось ни разу и следует искать причину этого. 
Таким образом, переменная пепа играет роль сигнальной 
переменной (флажка).

Значение у — f{x)  тоже расскажет о многом. Так, если 
невязка f (x)  яз 0 и nencj = nmax + 1 , то скорее всего, что 
слишком малы были входные данные е и (или) nmax. Тогда, 
например, при медленной сходимости процесса итераций 
неравенство (26) просто не успело выполниться.

Алгоритмы ITER, /  и / '  находятся на втором уровне 
иерархии. Они управляются головным алгоритмом. Алго­
ритм ITER, получив данные извне, подготовит цикл при­
ближений, а затем, уже внутри цикла, обратится к алго­
ритму D elta, вычислит поправку Д п, найдёт очередное 
приближение к корню, оценит погрешность и либо повто­
рит цикл уточнения корня, либо совершит специальный 
выход из тела цикла.

Представим проекты всех алгоритмов. Порядок их раз­
работки — операционный [17]: сначала спроектируем го­
ловной алгоритм, затем / ',  ITER. DELTA и, наконец, / .

--------------------------------------- ---------------------}
алг УТОЧНЕНИЕ КОРНЯ { Метод итераций }

конст В6Щ -̂компьютерный * 1.2'10 {см. с. 52, а также [17] }
вещ а, 6, / ' ,  sgn, Д,  т ь  Мь  A, q, е, Е, х0, х, у 
общий вещ  С
Ц 0 Л  П-таХз Т1

начало
вывести ’ а, b — границы отрезка и



пщах — max число итераций =
ввести а, 6, nmax 
fa <- Г  (а)
если  / '  >  0 то sgn <— 1 иначе sgn <----- 1 конец-если

1/'(Ь )1

М г<-Га 

Mi -  ft

q <— 1 — maA C

fa -  1Л 1 f t
если  / '  > / '
TO

m l «- f b
иначе

m l f a
конец-если
A <— 1 /M i g <— 1 — mj A C <— sgn ■ A 
пока истина выполнять 

вывести ’ е — точность ==>•’ 
ввести е

( ( 1 - 9)/9) е
е С Л И  .£/ ^компьютерный 

ТО

прервать  
иначе

вывести сообщение об ошибке, Е 
конец-если  

конец-цикл
вы вести заголовки и значения а, Ь, е, Е, птах 
%о <— 0.5(й + 6)
вызвать Ite r (x0, £ ,  nmax, D elta, ж, п) 
если п =  птах +  1
ТО

вывести сообщение об ошибке и значение птах 
конец-если
У «- /(®)
вы вести заголовок выходных данных, х, у, п 

конец |  головного алгоритма }
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }
алг вещ  /'(в ещ  ж)

{ break (ТР, C++) или ex it (F90) }

{ ввода е }



. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг f '{x) }
(-------------------------------------------------------------)
алг ITER (вещ  ж0, е, цел ^ma х:

алг вещ DELTA (вещ ж), вещ  х, цел nend) 
знач х0, е, ггтах рез х, nend
цел п вещ  Д  

начало
X <— Хо
дл я  п от 1 до  птах шаг 1 выполнять

Д <— Delta(x) х <— х — Д  
если |Д| ^  е 
то

^end * ^
возвратиться  

конец-если  
конец-цикл
И end + 1

{ НО П, £ }

{ алг Iter } 
--------------}

2)х -  3)

возвратиться  
конец
{ --------------------------------------

алг вещ  БЕЬТА(вещ ж)
знач х
общий вещ  С 

начало
Delta*- С ((ж2
возвратиться  

конец
f -------------------
алг вещ  /(в ещ  х)

. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг /(ж) }
{------------------------------------------------------------ }

Переменными величинами в этой задаче являются на­
чальное приближение жо, точность е и запланированное чи-

{ алг Delta(x) } 
-------------------- }



ело итераций ггтах. Их можно варьировать в ходе решения 
задачи на компьютере, чтобы получить полную картину 
процесса уточнения корня. В роли е сначала можно взять 
грубое значение, например, 10-1 (чтобы хоть что-то полу­
чить и убедиться: “программа дошла-таки до конца”), а 
затем е можно постепенно уменьшать, положив е = 10~3, 
10~5, 10“7. Такой подход позволит путём оценки машинного 
времени уточнения корня правильно выбрать допустимое 
значение е.

Результаты работы TP-программы при х0 = 1.9, е = 10-7  
и nmax = 100 таковы: корень х = 1.893289, /(1.893289) = 
= 2 • 10-7, число итераций п — 15. Л

Отметим, что алгоритм ITER универсален. Его мы будем 
использовать для уточнения корня уравнения (1 1) любым 
итеративным методом.

В заключение приведём алгоритм, позволяющий пра­
вильно выбрать входное значение максимально возможной 
точности е для вашего компьютера:

алг Epsilon 
вещ  е, Е 

начало 
£  < -  1.0 
В Ы П О Л Н Я Т Ь

е <— 0.5£ 
пока Е  > 1.0

---------------------------------------- }
{ Компьютерный £  IBM PC (см. [17]): } 

{ single, float, real(4): 1.20 • 10~7 } 
{ real: 9.10 ■ 10~13 } 

{ double, real(8)
{ extended, long double

E  «— £ + 1.0
{ eo цикла no e }

2.23 • 10 -16 } 
1.09 ■ 10 -19 }

вывести
конец

eps компьютерный =  ’, 2.0 • £
{ алг Epsilon }

{ -------------------------------------------------------------------------------------------}

При типе данных двойной точности в этом алгоритме
надо использовать объявление двточн £, Е, а константы 
1.0, 0.5 и 2.0 представить в форме с двойной точностью.

Упраж нение  5. 1 . Докажите теорему о поведении после­
довательности (хп):
ТЕОРЕМА. Пусть в некоторой окрестности [а; b] корня £



уравнения (1 1) производная <р'(х) сохраняет постоянный 
знак и выполняется неравенство (13). Тогда:

1) если производная 0 ^  ф'{х) < 1, гпо последовательные 
приближения xn+i = <p(xn)j п € Zq, хо € [а; Ь\ сходятся к 
корню £ монотонно;

2) если же —1 < <р'(х) < О, то приближения осцилли­
руют около корня (указание: примените теорему Лагран­
жа [7] и метод математической индукции).

2. Предложите собственный способ приведения уравне­
ния (10) к виду (1 1), пригодному для итераций [8].

3. Для каких положительных значений х сходится по­
следовательность pn+i{x) — XVn(X\  п 6  Zo, фо(х) — 1, 
<fi(x) = x (задача Ганса Эрманна)?

4. Проиллюстрируйте (геометрически) решение методом 
итераций следующих уравнений:

1) х — 1 =  0 ; 3) ах — b — 0 , а -ф 0 .

2) 2а; — 1 = 0 ;
Рассмотрите также случай “холостого хода”.
5. Методом итераций с точностью е — 10~7 уточните кор­

ни следущих уравнений:
1) 0.0004р3 + 0.0008р2 + 0.104р + 1 = 0;
2) 2 • 10~ V  -  2

3) 2х -  х + 3;
4) ix

10" 5р3 + 3 10 Зр2 13 • 10“2р +  100 = 0;

2х;

fci , fc4 
3-4 'т' 3-4-7-8 .3 „5

ke
5) -\/x2 — 5x + 6 = \/9x — 10
6) 1 -

7) x
= 0.4431185,

3-4-7-8-11-12

-  2 т2;
н—  =  o,

X  I x  
~  3 "r 10 + (-1)П — 1

ko — 4;
.2n — 1

(n —1)! (2 n —1)
Xq — 0.44 .

6. Методом итераций, используя равенство sin 54° = 
= cos 36°, найдите sin 18° и sin 6°; e = 10-7.

7. Методом итераций решите задачу об Ахиллесе и че­
репахе: чёрез сколько микросекунд Ахиллес догонит че­
репаху, если перед стартом расстояние между ними было 
1000 шагов (Ахиллес за одну секунду делает 10 шагов, а 
черепаха при этом проползает расстояние в 1 шаг).



8. Как глубоко погрузится в воду (д = 1^з) или ртуть 
(д = 13.55^з) ледяной шар (д = 0 .917^) радиуса г = 
= 100 см.

9. Резервуар для нефти представляет собой лежащий ци­
линдр радиуса г м. Длина резервуара равна I м. Какова 
высота уровня нефти, если резервуар заполнен на треть 
своей ёмкости? Определите высоты всех уровней, отвечаю­
щих наполнению 1, 2, . . . ,  99% .

10. Решите задачу о козе: определите длину верёвки, 
если для выпаса козы используется половина лужайки 
(лужайка представляет собой круг радиуса г, а столб, к 
которому крепится привязь, находится на границе круга).

3. М етод пропорциональны х частей

3.1 М етод хор д

Дано уравнение

f{x) = 0, (27)

где функция f (x)  определена и непрерывна всюду на отрез­
ке [а; Ь], содержащем действительный корень уравнения. 
Уточним его с точностью е методом хорд. Для этого пред­
положим, что на отрезке локализации корня функция f (x)  
имеет непрерывные производные f ' (x) и /"(х), сохраняю­
щие постоянные знаки. Приведём геометрическое обосно­
вание метода.

П ервы й случай. Рассмотрим сначала случай, когда 
первая и вторая производные имеют одинаковое знаки при 
х 6  [а; Ь], т. е. f ' (x)f"(x)  > 0 (рис. 12).

Идея метода хорд состоит в следующим: допустим, что 
на достаточно малом отрезке [а; 6] функция f (x)  меняет­
ся почти линейно. Тогда кривую у — f (x)  на отрезке [а; Ь] 
заменим стягивающей её хордой, проходящей через точки 
А0(а ,/(а ))  и B(b, f(bj) .  В роли начального приближения 
х0 возьмём а, а в роли первого приближения Х\ точного



/ ( « ) / » <  О 
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Рис. 12.
корня £ — точку пересечения хорды с осью абсцисс. Урав­
нение хорды А0В  есть

{ х ~ х 0) / ( Ъ - х 0) = (у -  Д х 0))/(/(Ь ) - /(ж о )).

Подставив в него у = 0 и а; = Ж}, найдём первое приближе­
ние

zi = ж0 -  (Ь -  xo)f{xo)/(f{b) -  Д я 0)). (28)

Затем, проведя хорду через точки /П f (xi)^ и 
B[b, f (bf j ,  найдём следующее приближение:

(ж -  x ! ) / ( b - x i )  = (у -  Д я |)) /( /(Ь )  -  /(® i)),
У = 0, ж = х2,

ж2 =  Ж1 -  (6 -  X i ) f ( x i ) / (/(6 ) -  /(Ж1))
И т. д.

Таким образом, если приближение ж„ найдено, то 
(п + 1)-ое приближение получим по формуле

Жп+1 Х п  ( Ь X n ) f { X n ) l [ f { b )  /"(жтг)^5 XI £  Z(). ( 2 9 )

Заметим, что все хорды имеют общую неподвижную точку 
в ( ь , т ) ;  которая характеризуется тем, что в ней знак 
функции совпадает со знаком её второй производной т. е. 
f(b)f"(b) > 0 (рис. 12). При этом начальное приближение
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Рис. 13.
х0 = а и все последующие приближения лежат по левую 
сторону от корня £ и выполняются неравенства

/(а)/"(°) < о,
а — х0 < xi < х2 < ■ ■ ■ < хп < xn+i < • • • < £ <  Ь,

т. е. приближения образуют монотонно возрастающую 
ограниченную последовательность.

Второй случай. В случае, представленном на рис. 13, 
первая и вторая производные имеют противоположные 
знаки, так что выполняется неравенство f ' (x) f "(х)<0. 
Здесь хорды проводим последовательно через точки 
Л (а ,/(а )) и 2?о(б,/(Ь)), А (а,/(а)) и Вг (хг, /(ал)) и т. д. 
В результате получим следующее правило для подсчёта 
(п + 1)-го приближения:

х п + 1  = хп -  (а -  xn)f (xn)/[f(a) -  /(жп)), п £ Z0. (30)

Все хорды имеют общую (неподвижную) точку А(а, f (a) ^  
в которой знак функции совпадает со знаком её второй про­
изводной, т. е. f (a)f"(a)  > 0. Начальным приближением х0 
является Ь. Все приближения лежат справа от корня £ и 
выполняются неравенства

т п ь )  < о,
а < £ < • • • < xn+i < хп < ■ ■ • < х2 < х\ < х0 = Ь,



т. е. приближения образуют монотонно убывающую огра­
ниченную последовательность.

Обобщая эти результаты, заключаем:
1) формулы (29) и (30) можно объединить в одну

xn+i =  хп ~~ (X  — xn) f (xn)/(^f(X) — /(жп)^, п G Zq ; (31)

2) неподвижен тот конец X , для которого знак функ­
ции /(ж) совпадает со знаком её второй производной f"(x)

f ( X ) f ( X )  > 0 ; (32)

3) последовательные приближения (подвижные точки) 
лежат по ту сторону корня £, где функция /(ж) имеет знак, 
противоположный знаку её второй производной;

4) в роли начального приближения xq следует взять гра­
ницу отрезка [а; 6], противоположную неподвижной точ­
ке X , т. е. для xq должно выполняться неравенство

f ( xo) f (X)  < 0 или /(ж0)/"(ж0) < 0. (33)

Замечание 8 . Метод хорд имеет ещё одно имя — метод 
пропорциональных частей. Поясним происхождение этого 
названия. Рассмотрим для определённости случай, пред­
ставленный на рис. 12, а. Вместо того, чтобы делить отре­
зок [а; Ь], например, пополам (как это делалось в методе 
бисекций), разделим его, что, может быть, естественнее, в 
отношении —/(а) : /(&). Из подобия треугольников имеем

- f ( a ) / { x  1 -  а) = f{b)/(b -  за),
откуда при а — х0 получим формулу (28).

3.2 С ходимость метода хорд

Докажем теорему о сходимости метода.

Теорема ,7. (О сходим ости и единственности реш е­
ния методом хор д .) Пусть корень £ уравнения (27) от­
делён на отрезке [а; Ъ\, т. е. f (a)f(b) < 0, причём /(ж) вме­
сте с /'(ж) и /"(ж) непрерывны, а /'(ж) и /"(ж) для всех



x £ [a; b] не меняют знака, то, взяв в роли X  £ [а; Ъ] зна­
чение, удовлетворяющее неравенству (32), и исходя из на­
чального приближения х0 £ [а; 6], удовлетворяющего не­
равенству (33), можно найти методом хорд (31) един­
ственный корень £ уравнения (27) с любой степенью точ­
ности £.

Доказательство. Пусть для определённости /(а ) < О, 
f(b) > 0 , f ' (x) > 0 , f " (x ) > 0, х0 = а, X  = b (рис. 12, а) 
(в случае f"(x)  < 0 следует взять вместо уравнения (27)
уравнение —f(x)  = б). Приближённые значения корня в 
методе хорд получаются по формулам

xi = а -  (Ъ-  a ) / ( a ) / ( / ( 6) -  /(a)),

х 2 = х 1 - ( Ь -  x 1) f {x1)/[f(b) -  / (z i) ) ,

Хп+ 1  хп (6 тп)/(т„)/(/(Ь ) / (х п)).

В рассматриваемом случае кривая обращена выпуклостью 
вниз и лежит ниже своей хорды AqB. Очевидно, что

(■Ь ~  a ) / ( a ) / ( / ( 6) -  /(a)) < 0 .

Значит a < х\ < b и точка хг лежит левее точки £, по­
этому f (xi )  < 0. Так как функция f (x)  возрастающая, то 
разность f(b) — f (xi )  > 0 и, следовательно,

{Ь  -  35i)/(a:1) / ( / ( b )  -  / ( z a)) <  0.

Тогда из формулы для х2 найдём, что х2 > х г. Аналогично 
можно показать, что х^ > х2 и вообще b > хп+1 > хп при 
любом п £ Zo- Итак, итеративная последовательность (хп) 
монотонно возрастает и ограничена сверху. Тогда (теорема 
Вейерштрасса) она сходится, т. е. имеет конечный предел. 
Обозначим его через у. Значит

Нш xn+i = у ^  £ < Ь.
п —+ оо



Докажем теперь, что г/ = £ (т. е. предел равен точному 
корню £). Перейдём к пределу в формуле (34). Имеем

Jim xn+1 = Km (*п ~ { Ь ~  хп) / (х „ ) / ( / ( 6) -  /(х „ ))) .

Так как в силу непрерывности функции lim f ( x n) =  / ( 77), 
то на основании теорем о пределах получим

V = V ~ {Ь ~ V) / Ы /  (/(Ь) -  /(»?)) ■
Отсюда

(b - v ) f ( v ) / ( f {b)  -/(»?)) = о
и поэтому / ( 7/) = 0 , что означает: 77 является корнем урав­
нения (27). Так как а < р < 6, а корень уравнения (27) 
отделён на отрезке [а; й], то т] = £. Итак, метод хорд схо­
дится и уточнён единственный корень. □

3.3 Оценка погреш ности в м етоде хор д

Из сходимости метода хорд следует, что при п —> оо мо­
дуль ошибки \xn+i — £| —> 0, значит, методом хорд можно 
найти приближённое значение корня уравнения (27) с лю­
бой заданной степенью точности.

1. Выведем неравенство, позволяющее оценивать абсо­
лютную погрешность приближённого значения хп+1, если 
известны два последовательных приближения. Предполо­
жим, что выполнены условия теоремы 7 и пусть

О < гтг-! < |/'(х)| ^  Мг < оо,

где 777.! = inf |/ '(х )|, Мх = sup |/'(х )|.
яеМ]

Запишем формулу (31) в виде

(xnfi  -  ®n)(/(®n) -  /Р О ) = -(Хп -  X ) f ( x n)
или

f ( x n) = (хп+1 -  хп)( /(х п) -  f ( x f j / ( x n -  X).



Учитывая, что /(£) = 0, получим равенство

/(О  -  /О п) = (®п+ 1  -  я„)(/(а:„) -  f ( X ) ) / ( x n -  X ) .

Применив к нему теорему Лагранжа, найдём, что

(£ -  х п) / '{ г )г ) = (жп+1 -  ж„)(яп -  X ) f '( r } 2) / ( x n -  X),

где 7?! е (zn;£), 7 2  G (х„;^Г), или

(£ -  X n )f'(m ) = (жп+ 1  -  x n) f ( r j 2).

Вычтя из обеих частей последнего равенства число 
Z n + if ' iv i)  и взяв по модулю в получившемся соотношении, 
запишем его в виде

\С ~ xn+i | = | / 'Ы  -  / 'Ы 1  |®n+i -  xn\/\f'{Vi)\ • (35)
Так как / '(я )  сохраняет постоянный знак на отрезке [а; 6 ], 
причём абсциссы 7 7 1 , rj2 G (а; Ь), то очевидно, что

IfX m )  -  f '(m ) \  ^  Mi -  mx.

Поэтому из равенства (35) выводим оценку

|£ “  Zn+i| ^  |zn+i -  ®n| (Mi -  т^/тх  ^  £ (36)

или

|®п+ 1  -  ®n| ^  e m l / { M 1 -  mi). (37)

Если при х 6 [а; 6] имеет место неравенство ^  2mi, то 
TTCl/ ( M l  — 7 7 7 1 ) ^  1 И ИЗ условия (36) СЛвДувТ

|£  З-П +  1 I ^  l^-n +  l  ■ х п\ ■ ( 3 8 )

Таким образом, как только станет выполняться неравен­
ство

l̂ n-f] Тп| 5̂  £, (39)

где £ — заданная предельная абсолютная погрешность, то 
гарантировано, что |£ — t„+i | ^  е.



2. Точность приближения можно оценить и по общей 
формуле

|£ -  Zn+iK  |/(x n+1) |/m b (40)
где mi = inf \f'(x)\.

a;6[a;oJ

ПРИМЕР 12. Методом хорд уточним корень уравнения 
х3 — 2х — 3 = 0, £ е  [1.4; 2.4]; е = 10_3.

Решение. Имеем /(х ) = х3 — 2х — 3, / '(х ) - Зх2 — 2, 
f"(x)  =  6т. Так как на отрезке [1.4; 2.4] /(1.4) < 0, /(2.4)>0, 
f"(x) > 0 (здесь налицо случай рис. 12 , а), то в силу 
неравенств (32) и (33) положим х0 = 1.4, X  =  2.4, а 
mi = inf |/ '(х )| = /'(1.4) = 3.88. Оценку точности вы-зг£[1.4;2.4]
полним по (40). Расчётная формула (31) примет вид

хп+г = х п -  (2.4 -  х„)/(х„)/(/(2 .4) -  / (х я)), п G Z0,

где /(х„) =  т3 -  2тп -  3, /(2.4) = 6.024.
Выполнив вычисления, получим 

п = 0, Х\ =  1.4 — (2.4 — 1.4)(—3.056)/
/(6.024 — (—3.056)) = 1.7366; 

п = 1, ас2 =  1.7366 — (2.4 — 1.7366)(—1.236)/
/(6.024 -  (-1.236)) = 1.8495; 

п = 2, х3 =  1.8495 -  (2.4 -  1.8495)(—0.3725)/
/ (б.024 -  (-0.3725)) = 1.8816; 

п = 3, х4 = 1.8816 -  (2.4 -  1.8816)(-0.1015)/
/(6.024 -(-0 .1015)) = 1.8902. 

п = 4, ж5 = 1-8902 — (2.4 — 1.8902) (—0.027)/
/(6.024 — (—0.027)) = 1.8925; 

п = 5, ж6 =  1.8925 — (2.4 — 1.8925) (—0.0069)/
/(6.024 — (—0.0069)) = 1.8931. 

Так как /(хб) ~  —0.0018, то на основании (40) имеем
| ( - х 6| SC 0.0018/3.88 = 0.0005.

Таким образом, £ = 1.8931 ±  0.0005. А



О бсуж дение. Метод хорд — частный случай метода 
итераций. У них общая (линейная) скорость сходимости 
и свойство самоисправляемости. Однако метод хорд про­
ще, так как при его применении отпадает необходимость 
предварительного преобразования уравнения (27) к при­
ведённому виду, удобному для итераций. При этом успех 
применения метода хорд гарантирован. Можно рассчиты­
вать на его быструю сходимость, если в окрестности корня 
f (x)  близка к линейной функции.

Метод хорд легко реализуется на компьютере.

ПРИМЕР 13. Методом хорд уточним корень уравнения из 
примера 12, используя компьютер, е = 1СГ7.

Решение. Оценку погрешности выполним в соответствии 
с неравенством (37). Имеем тг = /'(1.4) = 3.88, Mi = 
= sup | / ,(а;)| = /'(2.4) = 15.28. Расчётные формулы ме-

х£[1.4;2.4]
тода примут вид

Хп+1 — ®га Ап,

An = (X  -  xn) f {xn) / ( f ( X)  -  Д хп)), п € Z0,
|А„| ^  Е, Е  = emi / ( M1 -  т ф
х0 =  а =  1.4, X  = b = 2.4, mi  = / '(а ) = 3.88,
M i  =  f {b)  =  1 5 .2 8 ,  n max =  1 0 0 , £ =  1 0 - 7 .

Функциональная схема приведена на рис. 1 1 . Эта задача 
по способу решения и по необходимым ресурсам полностью 
подобна задаче решения того же уравнения методом ите­
раций, поэтому вряд ли требуются какие-то пояснения.

Приведём проект программы.
{-------------------------------- -----------------------------}
алг Уточнение корня { Метод хорд }

К О Н С Т  В е Щ  ^компьютерный * 1 .2 * 1 0
вещ  а, 6, / ' ,  Д, т ъ Ми  е, Е,  / а, х0, х, у 
общ ий вещ  X,  f x  
Цел TT-max 1



начало
вывести ’ а, Ъ — границы отрезка и

Птах — шах число итераций =Ф-:
ввести a, b, nmax
л н д « )  I я * - \ т \
если / '  >  Д  
то

mi «- Д  Мг <г- Д  
иначе

т х <- / '  Mi <— Д  
конец-если
пока истина выполнять  

вывести ’ £ — точность =^>’ 
ввести £
Е<— {rni/(M\ —
е С Л И  Е Р 1 ^компьютерный 

ТО

прервать
иначе

вывести сообщение об ошибке, Е 
конец-если

конец-цикл { ввода £ }
вывести заголовки и значения a, b, е, Е, nmax
f a  < -  / ( а )
если f a ■ f"(a ) > О 
то

X  <— a f x  <— f a xq <— b 
иначе

«- b f x < -  f(b) xQ*- a 
конец-если
вызвать Ite r (t0, E, nmax, D elta, t , n) 
если n = nmax +  1
TO

вывести сообщение об ошибке и значение nmax 
конец-если



У /(* )
вывести заголовок выходных данных, ж, у, п 

конец { головного алгоритма }
{ -}
алг вещ / '  (вещ ж)

. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг f ' ( x ) }
{" -}
алг вещ  /  (вещ  х )

. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг f (x)  }
{- ■}
алг вещ  /"  (вещ  х)

.. .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг /"(ж) }

--------------------------------------------------- ----------------------------------}{----------
алг Ite r ( . . .

текст этого алгоритма см. на с. 51
конец
{------------------------------------------
алг вещ DELTA (вещ х)

знач х 
вещ  f x
общий вещ  X , f x  

начало
f x <— {х2 -  2)х -  3 
D elta*- (X -  x) f x/ ( f x  -  fx) 
возвратиться  

конец
{------------------------------------------

{ алг Iter } 
--------}

{ алг Delta(a:) } 
--------------------}

Отметим, что в алгоритмах УТОЧНЕНИЕ КОРНЯ и DELTA 
используются общие (внешние, глобальные) данные — это 
неподвижный конец X  и значение функции f{X).

Кодирование алгоритмов было выполнено языком про­
граммирования Фортран 90. Результаты решения тако-



вы: х =  1.893289, /(1.893289) = —4.4 • 10 8, число итера­
ций п = 14. Д

Упраж нение  6. 1. Методом хорд с точностью е = 10-7 
уточните корни следующих уравнений:

1) х -  1 =  0;
2) а (а 4 -  9.74а 3 +  28.91а2 -  27.83а + 7.04) =  0;
3) а 4 -  27.8а3 + 56.07а2 -  20.5а + 1.4 = 0;
4) ех = 1/{х -  1);
5) х — sin(7rx/2) =  0;
6) х2 — 2х + 1 — ctg тгх — 0;
7) х ■ 23х -  1 = 0;
8) х • 3х = 3.(3);
9) хх + Зж = 5.
2. Найдите координаты точек пересечения гиперболы 

у = 1/(х — 1) и иррациональной функции |у| — \/ж2 — 1; 
£ =  10~7.

3. Вычислите cos20°, если cos60° = 1/2; е =  10-7.
4. Исходя из равенства cos 90° = 0, найдите tg 6°; е =

-  ю -7.
5. Определите с точностью до миллиметра глубину по­

гружения в воду (д = 1г/см3) шара из пчелиного воска 
(г=100см, д — 0.955 г/см3).

6. Д. Вегстейн предложил итеративный метод, сходящий­
ся независимо от величины |сД(ж)|. Расчётная формула Вег- 
стейна [4]:

где хп = (р(хп- 1), п е N, ж0 = ж0, хг = жь

Этим методом уточните корень уравнения х3 — 2х — 3=0.
Здесь £ € [1.4; 2.4], х — tp(x), <р(х) = (х3 -  3)/2, у?'(ж) =
= 1.5ж2, и несмотря на то, что условие сходимости метода

_ (з-n+l 3'п)(3'п+1 З'п)7̂1+1 — ^п+1 I I
Хп+\ Х п Х п “г  Х п —1

| ^ П + 1  ^ 7 1  I ^  ^  I ̂ 7 1  I ? С ~  ^ 7 1 + 1 *

итераций не выполнено



алгоритм Д. Вегстейна (алг WEGSTEIN) даст прекрасный 
результат [17].

4. М етод касательных

4.1 М етод Н ью тона

Пусть корень £ уравнения

f (x)  = О (41)

локализован на отрезке [а; 6], причём функция f { x ) опре­
делена и непрерывна, а её производные f ' ( x ) и f"(x)  не­
прерывны и сохраняют постоянные знаки при х £ [а; Ь]. 
Уточним корень уравнения (41) методом Ньютона (в за­
рубежной литературе его называют методом Ньютона — 
Рафсона).

Метод Ньютона — это ещё один способ преобразования 
уравнения (41) к виду, пригодному для построения про­
цесса итераций. Идея его проста. Геометрически алгоритм 
Ньютона состоит в том, что дуга кривой у = f (x)  заменя­
ется касательной к этой кривой (отсюда и другие назва­
ния метода — метод касательных, метод линеаризации). 
Здесь возможны два случая.

П ервы й случай. Рассмотрим для определённости слу­
чай, когда первая и вторая производные имеют одинако­
вые знаки, т. е. f ' (x)f"(x) > 0 при х £ [а; 6]. Пусть при 
этом /(а ) < 0, /(b) > 0 (рис. 14, а) или /(а ) > О, /(6) < О 
(рис. 14, б). Возьмём произвольную точку х0 £ [а; b], напри­
мер, xq = 6, и напишем уравнение касательной к графику 
функции f (x)  в точке Во(х0, / ( т 0)):

У ~  /(&о) = f \xo){x -  х0).
Графики функции f (x)  и её касательной близки около точ­
ки касания, поэтому ждём, что точка пересечения каса­
тельной с осью абсцисс (точка Ti) будет близка к корню £.



а) }'(х)>о б) }'{х) < о

РИС. 14.
Для определения х\ (у = 0, х — хг) имеем уравнение:

-Дзо) = f'{xo){xi -  ж0).
Таким образом, получим

Х! = х0 -  f {x0) / f ' (x0).

Теперь корень уравнения (41) находится на суженном от­
резке [а; х\] и выполняется неравенство:

а < £ < xi < х0 = Ь.

Повторим проделанную только что процедуру. Проведём 
касательную к графику функции f (x)  в точке В г (xi , f (xi ) j  
и найдём х2 — точку пересечения касательной с осью 
Ох (у = 0, х — х2). Имеем

®2 = ®i - / ( * 1  ) / f { x 1), (42)
причём £ Е [а; х2] и выполняется неравенство

а < £ < х2 < хг < х0 = Ь.

Продолжая этот процесс, получим последовательность 
приближёнйых значений (хп), определяемую рекуррентной 
формулой

хп + 1 = хп -  f ( x n) / f ( x n), п 6 Z0. (43)



Рис. 15.

Из рис. 14 видно, что каждый последующий член последо­
вательности (хп) расположен ближе к корню £, чем пре­
дыдущий, однако все хп остаются больше точного корня £, 
т. е. xn+i есть приближённое значение корня £ с избытком:

а < £ < • • • < хп+] < хп < • • ■ < х2 < Х\ < х0 = Ь.

Заметим, что если провести касательную к кривой у = 
=f(x)  в точке A(a, f(af j ,  то касательная может пересечь 
ось абсцисс в точке х\,  не принадлежащей отрезку [а; Ь].

В торой случай. В случае, изображённом на рис. 15, 
первая и вторая производные имеют противоположные 
знаки, так что f ' (x)f"(x)  < 0. Здесь выделим два подслу­
чая: /(а ) < 0, f(b) > 0 (рис. 15, а) и /(а) > 0, f(b) < 0 
(рис. 15, б).

Если провести касательную к кривой в точке В,  то ка­
сательная может пересечь ось Ох вне отрезка [о,; Ь\ (точ­
ка 5i). Значит, “хорошим” начальным значением х0 явля­
ется то, для которого выполнено неравенство

f ( x 0)f"(xо) > 0. (44)

Этому условию (его называют условием Фурье [4]) отвечает 
абсцисса точки А0, поэтому положим xq — а.



Итак, проведём через точку Л0(жо, /(х<э)) касательную к 
кривой до пересечения с осью Ох:

У ~ f i x  о) = f \ x  0)(х -  х0).
Абсциссу точки пересечения назовём хх:

xi = х0 -  f {x0)/ f (xo) .

Корень £ теперь находится на отрезке [хх; b} и при этом 
выполняется неравенство

а — х0 < хх < £ < Ъ.

Снова строим касательную к кривой, но уже в точ­
ке Ах (хх, / ( х х)):

У ~ f i x  1) =  /'(x i)(x  -  x f .
Абсциссу точки пересечения касательной с осью Ох на­
зовём X2 '.

х% = хх -  /(x i) // '(x i) .
Корень принадлежит суженному отрезку [х2; 6], причём ис­
тинно неравенство

а — х0 < хг < Х2 < ( < Ъ.

Продолжая процесс построения, найдём, что

Хп+1 — Хп f iXn) / f  (х7г), П £ 7jq
И

а = х0 < хх < х2 < ■ ■ • < хп < хп+х < •••< £  < 6,
т. е. каждый последующий член последовательности ле­
жит ближе к точному корню £, чем предыдущий. Значит, 
х„+х — приближённое значение корня £ с недостатком.

Сравнивая оба варианта, заметим, что они отличаются 
только выбором начального приближения: в первом вари­
анте за Хо взят конец отрезка Ь, а во втором — конец а. 
Итак, при выборе начального приближения корня следу­
ет руководствоваться следующим правилом (44): в роли Хо



берём тот конец отрезка [а;Ь], в котором знак функции 
совпадает со знаком её вт,орой производной.

4.2 С ходим ость метода Н ью тона

Выясним достаточные условия сходимости процесса 
Ньютона.

Т еорема 8. (О сходимости метода Н ью тона и един­
ственности корня.) Если на концах отрезка [а; Ь] функ­
ция /(х ) принимает значения разных знаков, причём f ' (x)  
и f"(x) непрерывны, отличны от нуля и сохраняют опре­
делённые знаки при х £ [а; Ь], то, исходя из начального 
приближения Хо £ [а; 6], удовлетворяющего условию (44),

единственный на этом отрезке корень уравнения (41) с 
любой степенью точности е.

Доказательство. Так как по условию теоремы f (a)f (b)<0 
и производная f ' ( x ) знакопостоянна при х £ [а; Ь], то на 
этом отрезке находится корень уравнения и притом только 
один. Обозначим его через £.

Для определённости в дальнейшем будем считать, что
/(а ) < 0, /(6) > 0, f '{x) > 0 и f"(x) > 0 (см. рис. 14, а).
Выберем нулевое приближение х0 £ [а; Ь] так, чтобы вы­
полнялось неравенство (44). Получим х0 = Ь. Исходя из 
него, найдём приближённые значения корня £:

хп+1 = хп -  f {xn) / f ' (xn).

Так как f ib) / f ' (b) > 0, то имеем неравенство а<х\<Ъ. Из 
условия f"(x) > 0 следует, что кривая выпукла вниз, т. е. 
расположена выше касательной, значит точка Xi лежит

можно методом Ньютона (формула вычислить

xi = ь - / ( ь ) / т
Х 2 = х г -  /(а г1) / / , (ас1),



правее точки £ и, следовательно, f ( x  1) > 0. Ввиду положи­
тельности производной f ' ( x ) получим, что 
Тогда из уравнения (42) следует, что х2 < х х.

Аналогично покажем, что х3 < х2, и вообще хп+1 < хп 
для любого п. Значит, последовательность приближённых 
значений корня (хп) является монотонно убывающей. Так 
как любое приближение корня принадлежит отрезку [а; 6], 
то хп > а для любого п, т. е. последовательность (хп) огра­
ничена снизу. Тогда по теореме Вейерштрасса она схо­
дится, т. е. имеет конечный предел. Пусть lim хп — п. Пе-

71—ЮО

рейдём к пределу в равенстве (43) при п —» оо:

Jim хп+1 = Jim [хп -  f ( x n) / f ( x nj). (45)

В силу непрерывности функции f (x)  и её производной f ' (x)  
имеем lim f ( x n) = f(ri) и lim f ' ( xn) — f'(n). После пере-

71—ИЗО 4 71— У СО 4 7  4 7

хода в (45) к пределу получим

v =  v -  f{v)/f '{v),
или

f{v)/ f ' (v)  = 0.
Отсюда f(rj) = 0, т. е. т] является корнем уравнения (41). 
Так как г/ £ [а; 6], а корень £ £ [а; 5] уравнения (41) един­
ственный, то т? = £. Итак, получим, что lim = б, значит

71—К Х )

метод Ньютона сходится и теорема доказана. □

4.3 О ценка погреш ности в методе Н ью тона

Из сходимости метода Ньютона следует, что при п —> оо 
абсолютная ошибка — хп+\ | —» 0, т. е. этот метод позво­
ляет уточнить корень уравнения (41) с любой наперёд за­
данной степенью точности.(

1. Для оцёнки погрешности (п + 1)-го приближения мож­
но воспользоваться общей формулой



О х->

Рис. 16.
где mi = inf | / ,(х)|.

х£[а;Ь]

2. В Приложении посредством формулы Тейлора [7] по­
лучено ещё одно неравенство для оценки погрешности при­
ближения Хп+\\

|£ хп+1\ si (£n+i хп) M2/(2mi),

где М2 =  sup |/"(х)|, откуда следует, что
т€[а;!)]

Заметим, что в общем случае равенство с точностью 
до е двух последовательных приближений хп и тп+1 
(|жп+1 — ж„| ^  е) вовсе не гарантирует, что с той же точно­
стью совпадает с £ приближённое значение xn+i (рис. 16).

(47)

Если же на отрезке [а; 6] выполняется условие

2т1/М 2 ^  1,

то из неравенства

l '̂n+l •Еп\ ^  у/Ё’

следует справедливость неравенства

|£ -̂ П+1 I ^  £)



т. е. совпавшие старшие разряды приближений хп и хп+\ 
верны. Кроме того, можно убедиться, что в случае выпол­
нения неравенства (48) при применении метода Ньютона 
количество верных цифр искомого корня £ удваивается на 
каждом шаге. Налицо имеем квадратично сходящийся про­
цесс итераций.

ПРИМЕР 14. Методом Ньютона, уточним корень уравнения 
х3 — 2х — 3 =  0, отделённый на отрезке [1.4; 2.4].

Решение. Имеем /(ж) = х3 — 2х — 3, f ' (x) — Зх2 — 2, 
/"(ж) = 6т, /(1.4) = -3.056 < 0, /(2.4) = 6.024 > 0. 
Обе производные на данном отрезке положительны. В силу 
условия (44) начальное приближение х0 возьмём на правом 
конце отрезка: т0 = Ь — 2.4. Тогда получим /'(2.4) =  15.28, 
т\ = /'(1.4) = 3.88, М2 = /"(2.4) = 14.4. По формуле (43) 
найдём xi — xq — / ( жо) / / '( ж0) =  2.4 — 6.024/15.28 = 2.0058 . 
Далее вычислим

ж2 = 2.0058 -  1.0582/10.0697 = 2.0058 -  0.1051 = 1.9007, 
ж3 =  1.9007 -  0.0652/8.838 = 1.9007 -  0.0074 = 1.8933, 
ж4 = 1.8933 -  0.0001/8.7538 =  1.8933 -  0.00001 =  1.8933

и т. д. Кстати, здесь значение 2шх/М2 равно 0.5389. Д

4.4 М одиф икация метода Н ью тона

Если производная /'(ж) мало меняется на отрезке [а; Ь], 
то в формуле (43) можно положить / '( ж„) ~  / ' ( жо). В ре­
зультате получим расчётную формулу упрощённого метода 
Ньютона.

жп-)-1 — хп /(ж „)//  (жо), п £ Z0. (49)

Геометрически такая модификация означает, что касатель­
ные в точках Вп(хп, /(жп)), п е N заменяются прямы­
ми, параллельными касательной, проведённой к кривой 
у — /(ж) в точке В0(х0, /(жо)) (рис. 17). Это, с одной сто­



роны, приводит к увеличению количества итеративных ша­
гов, необходимых для достижения заданной точности (вме­
сто квадратичной имеем линейную сходимость). С другой 
стороны, правило (49) избавляет от необходимости вычи­
слять на каждом шаге итераций значение f ' (x).  Значит, 
такая модификация может быть полезна, когда f ' (x)  пред­
ставляет собой громоздкое выражение. Тогда время, потра­
ченное на “лишние” приближения, как правило, компенси­
руется уменьшением времени вычисления каждого прибли­
жения.

Можно доказать, что если выполнены условия теоре­
мы 8, то упрощённый метод Ньютона сходится.

ПРИМЕР 15. Упрощённым методом Ньютона решите зада­
чу из примера 14.

Решение. Выберем xq — 2.4, тогда

f ' {xо) = 3x1 ~  2 15.28.

Расчётная формула (49) примет вид

х п + 1  = хп -  (х3п -  2хп -  3)/15.28.



Используя её, получим
Х \  = 2.4 -  6.024/15.28 = 2.0058, 
z2 = 2.0058 -  1.0582/15.28 = 1.9365, 
х3 = 1-9365 -  0.3889/15.28 = 1.911, 
х4 =  1.911 -  0.1568/15.28 = 1.9007

и т. д. Д

О бсуж дение. Метод Ньютона прост, обладает свой­
ством самоисправляемости и имеет высокую скорость схо­
димости. Из формулы (43) видно, что чем больше значе­
ние |/'(х )| в окрестности коря £, тем меньше поправка, ко­
торую нужно вычесть из n-го приближения, чтобы полу­
чить (п + 1)-е приближение. Поэтому метод Ньютона следу­
ет применять, когда вблизи корня график функции имеет 
большую крутизну. Он широко используется, так как бы­
стро сходится и легко переносится на компьютер. В совре­
менных вычислительных системах этот метод применяется 
для (программной) реализации операций деления и извле­
чения квадратного корня.

ПРИМЕР 16. Используя оценку (47), решим задачу из при­
мера 14 на компьютере; е  — 10~7.

Решение. Запишем расчётные формулы для данного слу­
чая:

® п +1  — Д 71)  Д 7 1  — / ( * E n ) / /  (-£n)> «  £  Z o ,

|ДП| < Е ,  Е  = \ j { 2 m j/M 2)e,
x0 = b = 2.4, m! = /'(1.4) = 3.88, М2 = /"(2 .4 ) = 14.4,
«max =  100, е =  Ю - 7 .

Функциональную схему программы см. на с. 48.
Приведём,проект программы.

{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

а л г  УТОЧНЕНИЕ КОРНЯ { Метод Ньютона }
К О Н С Т  В е щ  ^компьютерный  ̂ 1 .2 * 1 0



в ещ  а, Ь, Л , т и /" , Л", М2, £, Е, х0, х, у
11,0 Л  ТТ-хпах ? ^

н ач ало
вы в ести  ’ а, b — границы отрезка и

nmax — шах число итераций ==>’
ввести  a, b, nmax
Л Н / ' H I  Л  — 1/46)1
есл и  Л  >  Л  то  m i Л  иначе m i <— Л  ко н ец -если
Л  -  1/,,(«)1 Л" -  1/"(Ь)|
есл и  Л ' >  Л" то  м 2 fa иначе М2 
п о к а  и сти н а  в ы п о л н ять

Л' кон ец -если

вы вести  
в в ести е
Е*

точность

(2т-1/М 2')е
еС Л И  Е  £компьютерный 
ТО

п р ер в а ть
иначе

вы в ести  сообщение об ошибке, Е  
к о н ец -есл и  

к о н ец -ц и к л
в ы в ести  заголовки и значения a, b, е, Е, щ 
если  /(а ) • f"(a) > О 
то

{ ввода е }

xq <— а 
иначе  

хо <— Ъ 
к о н ец -есл и
в ы зв а т ь  It e r (t0, Е , nmax, Delta , х , п) 
есл и  п =  nmax +  1 
то

в ы в ести  сообщение об ошибке и значение nmax 
к о н ец -есл и
У f{x)
в ы в ести  заголовок выходных данных, х, у , п



конец
{--------

{ головного алгоритма } 
-------------------------------- }

алг вещ  /'(в ещ  х)
. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 

конец { алг f ' (x)  }
{ --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------}

алг вещ  /" (вещ  х )
. . .  текст этого алгоритма см. на с. 20 

конец { алг f "[x ) }
{ ---------------------------------------- --------------------------------------------- -}
алг вещ  /(в е щ  х)

.. .  текст этого алгоритма см. на с. 20 
конец { алг /(ж) }

------------------}{----------
алг It e r ( . . .

текст этого алгоритма см. на с. 51
{ алг Iter } 

--------}
конец
{---------------------------------------------------
алг вещ  D elta (вещ х)

знач х 
начало

Delta<- ((а / -  2)х -  з) / (Зж2 -  2) 
возвратиться  

конец
{---------------------------------------------------

Алгоритмы были закодированы языком программирова­
ния BC-f+ (версия 4.5). Результаты решения следующие: 
х = 1.893289, /(1.893289) = 7 • 10-9 , количество итера­
ций п = 4. Л

{ алг Delta(x) } 
-------------------- }

Заклю чение. Мы познакомились с четырьмя класси­
ческими численными методами решения уравнения 
f (x)  = 0 —’’методами бисекций, итераций, хорд и каса­
тельных. Наряду с ними используются ещё более 20 мето­
дов [4]. Ситуация, когда одну и ту же задачу можно решать 
разными методами, типична в практике вычислений. Тогда



естествен вопрос о сравнении методов между собой.
При оценке методов будем учитывать следующие факте- 

ры ([12], [17]):
1) надёжность, универсальность;
2) простота организации вычислительного процесса и 

контроля за точностью;
3) скорость сходимости, эффективность;
Проанализируем с этой точки зрения изложенные выше

методы (кодирование формул без понимания их сути часто 
лишь компрометирует вычислительную математику).

1) Универсальным является метод бисекций. Он абсо­
лютно надёжен и неприхотлив (требует от функции /(ж) 
только непрерывности, а для своего старта — минимума 
подготовительной работы). Итеративные методы более “те- 
пличны”: они накладывают на функцию /(ж) достаточно 
сильные ограничения, в частности, знакопостоянство пер­
вой, /'(ж), а то и второй, /"(ж), производной.

2) Все методы предельно просты и лаконичны, но метод 
бисекций и здесь обладает преимуществом: стартовать в 
расчётах можно, начиная с любого конца отрезка [а; 6], на 
котором изолирован точный корень £. Процесс бисекций 
всегда сходится. Он для контроля на каждом шаге имеет 
двустороннюю оценку, по которой легко судить о достигну­
той точности. Сходимость же итеративных методов опреде­
ляется многими факторами (см. теоремы о сходимости).

3) Как правило, наибольшей скоростью сходимости 
обладает метод Ньютона, а медленнее всех сходится метод 
бисекций (сравните параметры алгоритмов “число шагов 
уточнения”: см. сс. 77, 65, 52 и 32).

Итак, ответ на вопрос о наилучшем методе решения 
уравнения /(ж) = 0 неоднозначен. Он зависит от свойств 
функции /(ж) и, в соответствии с этим, каким характери­
стикам метода мы придаём наибольшее значение. На прак­
тике чаще всего используется метод Ньютона (в силу вы­
сокой скорости сходимости).

При решении практических задач бывает трудно, а то и



невозможно проверить те ограничения, которые наклады­
ваются итеративными методами, поэтому нередко приме­
нимость метода проверяют “экспериментально”: начина­
ют расчёты и следят за поведением первых значений по­
следовательности (хп); если видно, что процесс сходится, 
то уточнение продолжают; в противном случае выявляют 
причину расходимости и, может быть, выбирают другое 
начальное приближение и даже — другой метод решения 
(например, комбинированный). Такой подход носит доста­
точно общий характер. В прикладной математике и физи­
ке нередко используются вычислительные схемы, не полу­
чившие строгого обоснования, но они тем не менее успеш­
но применяются при решении сложных задач (вспомним 
известный афоризм: “чистая” математика делает то, что 
можно, так, как нужно, а прикладная — то, что нужно, 
так, как можно).

У п р а ж н е н и е  7. 1. Модифицируйте алгоритм ITER — 
постройте алгоритм ITERATION, который при оценке по­
грешности использовал бы неравенство (46).

2. Методом Ньютона решите следующие уравнения
(6 = ю - д

1) х +  1 =  0;
2) хА — 2х — 4 = 0;
3) т4 + (х -  2)2 -  8 = 0;
4) 12А3 -  36А2 + 299А -  264 = 0;
5) O.OOlp5 + 0.02р4 + 0.5р3 + 4р2 + Юр + 40 = 0;
6) sin а: = ж2/|ж| — 0.1234567;
7) %/—х2 + Зх — 2 -f \Jх1 — Ах + 3 = л/2(1 — л/ж);
8) х • 22х =  1;
9) жх -  64;
10) 5х = 2?;
И) 5х + 12х -  18х = 0;
12) хх -3 .(34)х = 5.(67);
13) In 2/7Г • sin(27r In х / In 2) + 1/5 = 0.



3. Методом Ньютона решите следующие системы урав­
нений (е — 10~7):
1) sin х = у + 1.32, 

cos у = х — 0.85;
2) 2х3 - у 2 -  1 = 0, 

ху3 ~У ~  4 =  0;

3) у(х -  1) = 1, 
х2 = у2 + 1;

4) 5х — 6у + 20 lg х + 16 = 0, 
2х + у — 10 lg у — 4 = 0.

4. К какому из корней 0, ±1 уравнения х3 — х = 0 сходит­
ся процесс Ньютона, если начинать с произвольного значе­
ния х0 ?

5. Решите методом Ньютона следующие задачи (е=10-7):
1) вычислите корень п-й степени из числа а;
2) найдите обратную величину х = 1/а;
3) вычислите обратную величину квадратного корня х = 

=  l /y/a.
6. Исходя из равенства sin 90° = 1, вычислите sin 18°; 

£ =  10~7.
7. Зная, что tg60° = л/З, вычислите tg20°; е = 10-7.
8. Меняя параметр а от 0 до тг с шагом 7Г/20, исследуйте 

методом Ньютона поведение первого положительного кор­
ня уравнения (е = 10~7)

3 cos х cos (а — х) — 2 sin2 ах.
9. Постройте процесс Ньютона для функции

f (x)  — In 2/7Г • sin(27r lnx / In 2) + 1, 
где х0 — 2к, к G Z0.

10. Определите с точностью до миллиметра глубину по­
гружения в воду (д = 1г/см3) деревянного шара радиуса 
г =  100 см, если шар состоит из:
1) бамбука, д =  0.4г/см3; 4) берёзы, д = 0.7г/см3;
2) сосны, д = 0.45г/см3; 5) дуба, д =  0.8г/см3.
3) кедра, д =  0.55г/см3;
Используйте гибридный метод (методы хорд + Ньютона).

11. Пусть рассматривается случай, представленный на 
рис. 14, а. Возьмём на графике у = f(x)  точку (х0, / ( я 0)) 
и проведём через неё прямую, уравнение которой есть



у -  f ( x о) = к(х -  Х о ) .

Из этого уравнения получите расчётные формулы метода 
хорд, Ньютона и бисекций.

12. Пусть £=10~15, nmax=100. Решите следующие задачи:
1) методом итераций уточните наименьший положитель­

ный нуль функции
у = х3 -  14.4621а:2 + 60.6959х -  70.9238;

2) методом хорд уточните ближайший к точке 0(0,0) 
нуль функции

у = х3 -  10.2374а:2 -  91.2105а; + 492.560;
3) модифицированным методом касательных уточните 

наибольший отрицательный нуль функции
у = х 3 -  5.57496а:2 -  193.022а: -  633.105;

4) методом хорд уточните ближайший к —1 нуль функ­
ции

у = X3 + 23.7997а:2 + 44.9378а: -  703.378;
5) модифицированным методом касательных уточните 

наименьший положительный нуль функции
у =  х3 + 9.57496а:2 -  243.672х + 773.651;

6) методом итераций уточните ближайший к точ­
ке Р(—1,— 1) нуль функции

у = х3 + 20.2374а;2 -  131.210а; -  843.923;
7) методом хорд уточните ближайший к 1 нуль функции

у = х3 + 38.4621а:2 + 364.594а; + 914.196;
8) методом касательных уточните наибольший положи­

тельный нуль функции
у = х3 -  13.3667а:2 + 39.8645а; -  20.6282;

9) модифицированным методом касательных уточните 
ближайший к 7г нуль функции

у =  х3 + 2.65804а:2 -  28.0640х + 21.9032;
10) методом хорд уточните ближайший к е нуль функции

у ± х 3 -  6.49510а:2 -  31.2543х + 23.1782;
11) методом касательных уточните ближайший к точ­

ке Р{—7г,е) нуль функции
у — х3 -(- 9.92960Х2 -  17.8390т -  24.4532;



12) методом итераций уточните ближайший к — 1/е нуль 
функции

у = т3 + 6.09510т2 -  35.3942т -  25.7283;
13) методом хорд уточните ближайший к 1 / 7Г нуль функ­

ции
у — т3 — 10.3296т2 + 20.3641т + 27.0033;

14) модифицированным методом касательных уточните 
наименьший отрицательный нуль функции

у — т3 — 1.65804т2 -  34.3767т -  28.2783;
15) методом итераций уточните ближайший к точ­

ке Р( —  7Г, —-7Г) Н у Л Ь  фуНКЦИИ
у = т3 + 14.7667т2 -  54.3542т + 29.5533;

16) методом хорд уточните ближайший к оси Оу нуль 
функции

у = т3 -  14.9667т2 + 56.4241т -  30.8283;
17) методом касательных уточните ближайший к точ­

ке Р(1,2) нуль функции
у = т3 -  5.09510т2 -  45.7440т + 32.1033;

18) методом итераций уточните ближайший к у/2 нуль 
функции

у = т3 -  12.9621т2 + 50.7295т -  57.8098;
19) методом хорд уточните ближайший к 1 / л/2 нуль 

функции
у — т3 — 4.49967т2 + 24.4975т + 59.5583;

20) методом касательных уточните ближайший к 27т нуль 
функции

у — т3 — 4.99467т2 + 25.7594т + 58.6693;
21) методом итераций уточните ближайший к 1/е нуль 

функции
у = т3 -  14.4721т2 -  91.2105т + 562.833;

22) методом хорд уточните наименьший по модулю нуль 
функции

у — т3 + 7.5046т2 + 11.0866т + 3.8239;
23) модифицированным методом касательных уточните 

наибольший по модулю нуль функции



у = ж3 + 10.0128а:2 + 26.6918а -  0.479798;
24) методом итераций уточните ближайший к точ­

ке Р(7Г,7г) нуль функции
у =  а3 + 1.0864а2 -  8.5604а + 17.3658;

25) методом касательных уточните ближайший к точ­
ке Р (—7г, — е) нуль функции

у =  а3 + 10.2543а2 -  5.8976а -  3.9475;
26) модифицированным методом касательных уточните 

наименьший положительный нуль функции
у = а3 + 8.9958а2 -  15.6291а -  1.4688;

27) методом итераций уточните ближайший к точ­
ке Р (—е,7г) нуль функции

у = х3 -  14.4611а2 + 47.3564а -  63.4360;
28) методом хорд уточните наибольший по модулю нуль 

функции
у = а3 -  39.2424а2 -  11.6349а + 76.9317;

29) методом итераций уточните ближайший к нулю ко­
рень функции

у =  а3 -  19.7997а2 + 28.9378а + 562.833;
30) методом касательных уточните наименьший по мо­

дулю нуль функции
у =  а3 -  1.4451а2 -  86.6617а + 202.8204;

31) методом итераций уточните наименьший положи­
тельный нуль функции

у = а3 + 2.7443а2 + 12.4447а -  17.4259;
32) методом хорд уточните ближайший к точке Р(7г, е) 

нуль функции
у = а3 — 7га2 + е2а + 10(7г — е);

33) методом Вегстейна уточните второй нуль функции
у — а3 — 2а2 — За + 1.

13. Найдите с точностью е=10~14 15 корни полинома
Р20(а) =  (а —1)(а —2 )... (а-20) =  а2О-210а19 + - • - + 20! = 0.

14. Предложите свой метод уточнения корня уравне­
ния /(а)=0.



Г л а в а  II. Приближённое вычисление ин­
тегралов

1. О пределённы й интеграл

1.1 П онятие интеграла

Интеграл — одно из важнейших математических поня­
тий. Решения задач математики, механики и физики, а так­
же финансов и статистики, экономики и других областей 
приложений нередко выражаются через определённые ин­
тегралы (см. [12]).

ПРИМЕР 1. К примеру, подсчитаем путь, пройденный ма­
териальной точкой при неравномерном движении за время 
Т\ ^  t ^  Т2. Пусть точка перемещается прямолинейно со 
скоростью v (t) , где v — непрерывная функция от t.

Решение. Для решения сформулированной задачи1 вы­
берем между начальным Т\ и конечным Т2 моментами вре­
мени несколько промежуточных моментов Т\ < Д < £2 < 
< • • • < in_ 1 < Т2. Кроме того для единообразия обозначе­
ний положим t0 — Т\ и tn = Г2 (рис. 1).

П  г2 Тг Тп
--------- •— & - • о • -----#— &+-------- #-е------- •------- >-

Ti—io 11 t i - . - t i - i t i  ... tn- i  tn=T 2 t 

Рис. 1.
Итак, исходный временной промежуток [7\; Г2] разбит на 

п элементарных отрезков t t\ (г = 1,2, . . . ,  п). Рассмот­
рим один из них. Выберем на нём произвольный момент

1Если точка движется равномерно (v{t) =  v =  const), ответ готов:
s = < r2- r i ) .



времени г,-, £,•_i ^  г,- ^  £,• и подсчитаем соответствующее 
ему значение скорости га,- = га(т,-). Если отрезок времени 

достаточно короток, то скорость у,- изменяется в 
нём мало. Пренебрежём изменением скорости. Будем счи­
тать её постоянной v(t) и  у,- = у(т,-), £,-_i ^  ту ^  В резуль­
тате заданное неравномерное движение на отрезке 
заменится равномерным, а при таком движении точка за 
временной промежуток А = ti — переместится на рас­
стояние As,- ~  y(r,)Ai,-.

Чтобы подсчитать длину всего пути, проделаем указан­
ную процедуру для каждого отрезка времени и результаты 
сложим:

Заметим, что приближённое значение суммы (1) не явля­
ется постоянным: разным разбиениям промежутка [Т\-,Т2] 
на части и разному выбору моментов времени ту на каждом 
элементарном отрезке соответствуют разные значения s.

Будем сужать временные промежутки [t,-_х; <,-] (г = 1, 
2 , . . . , га). При этом отклонение движения от равномерно­
го для каждого элементарного отрезка времени умень­
шается. Так как у есть непрерывная функция от t, то 
в пределе при неограниченном измельчении разбиения 
(га —► оо, шах AU —> 0) приближённое равенство (1) тран-
сформируется в точную формулу для пройденного пути. 
Предел суммы (1) (если он существует) называется опре­
делённым интегралом от функции v(t) по отрезку [Тр,Т2\ 
и обозначается

S и  у(тх)А п  +  v(T2)At2 +  • • • +  v(Tn)Atn. (1)

( 2)

А

ПРИМЕР 2. Решим ещё задачу. Подсчитаем работу пере­
менной силы F при перемещении материальной точки



вдоль оси Ох из положения х = а в положение х — Ь. 
F является непрерывной функцией от х, определённой на 
отрезке [а;Ь]. Пусть направление силы совпадает с напра­
влением движения точки.

Решение. Сформулированная задача с математической 
точки зрения похожа на предыдущую, поэтому для её 
решения2 применим аналогичный подход.

Выберем на [а; Ь] несколько вспомогательных точек а < 
< Xi < Х2 < . . .  < x„_i < Ъ и дополнительно положим х0 = а 
и хп = Ь. Тогда исходный отрезок [а; b] будет разбит на п 
элементарных отрезков [xt-_i;x,] (г = 1 ,2 , . . . , гг). Возьмём 
на каждом из них по произвольной точке ф, xt_i ^  ф ^  хг- и 
вычислим значения Т,- = ,F(£,-). Если отрезок [x,-_i; хг] мал, 
то и сила изменяется на нём незначительно. Будем при­
ближённо считать её постоянной: F(x) ~  F (&), х £ [x,_i; х,]. 
Так как Т  есть непрерывная функция от х, то при доста­
точно малой длине отрезка [x,-_i;x,-] работа по перемеще­
нию материальной точки из положения х,_х в положение 
х,- равна Д Д  ~Т (ф )Д х!-, где длина Дх,- =  х,- — x,_i. Сумми­
руя все ДА,- (г = 1 , 2 , ,  гг), подсчитаем полную работу

А ~  Т(ф)Дхх + F(£г)Да:2 + • • • + F((n)Axn. (3)

Формула (3) похожа на формулу (1). Точность приближён­
ного равенства будет тем выше, чем короче отрезки, на 
которые разбит исходный отрезок [а; Ь]. В пределе при не­
ограниченном измельчении (тг—»оо, max Дх,-—»■ 0) из при-
ближённой формулы получим точную формулу для под­
счёта выполненной работы в виде интеграла от функ­
ции F(x):

ъ
А — J F(x) dx. (4)

а

А

2Если сила постоянна, ответ даётся формулой А =  F(b — а).



Действуя аналогично, можно найти массу прямолиней­
ного стержня длины L\ ^  ^  L2 с линейной плотнос­
тью 8(1):

ь2
т — J <5(0 dl, (5)

Li
или, например, количество электричества, которое пере­
носится через поперечное сечение проводника током I ( t ) за 
время Т\ ^  t ^  Т2:

т2
Q = J l ( t ) d t .  (6)

Г1

Наконец, решим последнюю задачу. Исторически поня­
тие интеграла теснейшим образом связано с квадратурой, 
т. е. с задачей об определении площади плоской фигуры.

ПРИМЕР 3. Вычислим площадь криволинейной трапе­
ции — фигуры (рис. 2), ограниченной графиком некото-

Рис. 2.
рой непрерывной функции, заданной на отрезке [а; Ь] (при 
этом пусть f ( x ) ^  0 Vi 6 [а; 6]), отрезком [а; Ь] оси Ох и 
двумя вертикалями х — а, х = Ь.

Решение. Для решения этой задачи так же, как в преды­
дущих случаях, разобьём произвольным образом отрезок 
[а; Ъ] точками деления ж,- (г = 0 ,1 ,.. . ,  гг; ж0 = а, хп — Ь)



на части. Затем на каждом элементарном отрезке возьмём 
произвольную точку ф G [ж,-_i; ж,-] (г = 1 ,2 ,.. . ,  гг), найдём в 
ней значение /(ж) и построим прямоугольник высоты /(6 ) . 
В результате получим ступенчатую фигуру (“ступенчатый 
многоугольник”; рис. 3), состоящую из прямоугольников.

РИС. 3.
Её площадь

S  = Л 6 )  Axi + Я 6)Д ж 2 + • ■ • + /(еп)Ажв (7)
будем считать некоторым приближением площади криво­
линейной трапеции. Увеличим число делений исходного 
отрезка [а; Ь]. Заметим, что точность аппроксимации кри­
волинейной трапеции ступенчатым многоугольником при 
измельчении разбиения улучшается (сравните рис. 3 и 4). 
В силу непрерывности функции /  объединение построен­
ных прямоугольников при большом п, а, значит, при ма­
лых Дж,-, почти совпадает с криволинейной трапецией. По­
этому естественно ожидать, что существует предел

£ /(& )Л г« , (8)
шах >0 г=1

т. е. интеграл



РИС. 4 .

являющийся искомой площадью3. А 

1.2 Определение интеграла
Характер задач, решение которых записывается через 

интеграл, ясен из рассмотренных выше примеров. При­
ведём теперь определение интеграла.

Пусть некоторая функция /(х) задана на отрезке [а; 6]. 
Разделим его точками х,-, а = х0 < xj < • • • < xn_i < хп — Ь 
на элементарные отрезки [x,_i;x,-] (г = 1 ,2 ,. . . ,  тг). Вы­
полненную операцию назовём разбиением. Обозначим её 
символом Z(xi).  Подсчитаем длины полученных отрезков 
Axi = х,- — х,_ 1 и найдём Д = Д (Z) = max Дх,- — дли-
ну наибольшего отрезка при разбиении Z(x,). На каждом 
из отрезков [xt_i;xi] выберем по произвольному числу 
х,_1 ^  ф ^  х,- (г = 1 ,2 ,.. . ,  п) и вычислим значения произ­
ведений /(ф)Дх,-. Найденные величины сложим:

/(&.-,&) =  /(6 )Д ® 1 +  Л 6)Д аг2 +  • • • +  /(£„)Д х„. (10)

Сумму (10) назовём интегральной суммой относительно 
разбиения Я. Её значение зависит от выбора точек разбие­
ния х,- и точ'ек ф. Заметим, что суммы (1), (3) и (7) из п. 1 
также являются интегральными.

3Если f (x)  ^ 0 Vz € [а; Ь], то площадь 5  равна — / ( х)  dx.



Выясним поведение интегральных сумм при неограни­
ченном измельчении разбиения, т. е. при А —» 0. Сле­
дуя [12], сформулируем два определения.

Определение 1. Число X называется пределом интег­
ральных сумм /(ж,; £,) при А —> 0, если для произвольной 
точности е > 0 можно указать такое 6(e), что при любом 
разбиении Z(x,), удовлетворяющем условию А <6,  выпол­
няется неравенство

Х-1(х , ;&) < £

независимо от выбора точек С' £ [zi-ijz;].

( П )

Определение 2. Если для функции f (x),  заданной на от­
резке [а; Ь], существует предел 1  интегральных сумм при 
А —> 0, то она называется интегрируемой на данном отрез­
ке, а число I  — определённым интегралом от этой функ­
ции по отрезку [а; 6], который записывается так4:

ь
X = J }{х) dx. (12)

а

Здесь числа а и b суть нижний и верхний пределы ин­
тегрирования; знак интеграла /  есть стилизованная бук­
ва S — начальная буква латинского слова Summa; функ­
ция /  — подынтегральная функция, а х  — переменная ин­
тегрирования.

Этому определению “на языке е — 8” равносильно опреде­
ление “на языке последовательностей”: пусть отрезок [а; Ь\ 
разбит на части сначала одним способом, затем — вторым, 
третьим способом и т. д.; функция f (x)  называется инте­
грируемой на [а; 6], если при любой последовательности Zn

4 Приведённое определение принадлежит Риману. Он не только его 
впервые сформулировал, но и исследовал область его применения. 
По этой причине сумму (10) нередко называют римановой суммой; 
мы же говорим об интегральной сумме , желая, таким образом, под­
черкнуть её связь с интегралом.



разбиений, для которых lim A (Zn) = 0, последователь-
ность I (Zn) соответствующих интегральных сумм сходится 
независимо от выбора внутренних точек £ к одному и то­
му же предельному значению (которое и есть определённый 
интеграл).

Таким образом, если интегрируемость /(ж) известна, то 
достаточно найти предел последовательности I (Zn) для 
какой-нибудь последовательности разбиений Zn.t удовле­
творяющей условию lim Д (Zn) = 0.

ПРИМЕР 4. Возьмём функцию, равную постоянной на за­
данном отрезке, т. е. пусть, например, /(ж) = С Уж € [а; Ь]. 
Сначала докажем, что она интегрируема, а затем вычис­
лим интеграл X = / аь С dx.

Решение. Выполним произвольное разбиение Z  отрез­
ка [а; 6]. Выберем точки ф и составим интегральную сумму

I{Z)  = С(Дж1 + Дж2 + • • • + Джп) — С{Ь — а).

Она не зависит ни от разбиения, ни от выбора точек Зна­
чит, существует предел интегральных сумм при Д (Z) —> 0, 
т. е. при п —> оо, равный той же величине

ъ
1  = Jim I(Z)  = J Cdx = C{b - а ) .  Д

a

1.3 Точные методы вычисления интегралов

Решаемые задачи нередко сводятся к вычислению инте­
гралов. При этом, как правило, самая трудная часть дела 
уже позади (см. примеры 1, 2 и 3). Все методы вычисления 
интегралов делятся на точные и приближённые.

Один точный метод вычисления был предложен Ньюто­
ном и Лейбницем после открытия ими связи между опера­
циями дифференцирования и интегрирования5. Они уста­
новили, что значение определённого интеграла выражает­

5Исторически интеграл появился независимо от производной.



ся разностью двух значений, при х = b и при ж = а, любой 
первообразной функции F 6:

/(ж) dx = F(x) = F(b) -F(a) .  (13)/
Эта формула верна для произвольной функции / ,  непре­
рывной на отрезке [а; 6].

ПРИМЕР 5. Вычислим интеграл J  = /д1 e^dx.
Решение. Функция /(ж) = е1 имеет первообразную

F(x) = ех. Следовательно, J  = еа = е 1. Д

Казалось бы, формула Ньютона — Лейбница является 
эффективным средством вычисления определённых инте­
гралов (ведь нередко удаётся выразить первообразную в 
виде композиции элементарных функций7). Однако она не 
даёт общего правила решения рассматриваемой задачи, так 
как поиск первообразной — математическая проблема, для 
решения которой в явном виде нет универсальных методов.

ПРИМЕР 6. Например, по формуле (13) невозможно най­
ти значение функции ошибок I  — erf ж = 2/у/п /0Х е_“2 du, 
так как первообразная функции f(u)  = е_“2 не является 
элементарной функцией8. Д

6Функция F называется первообразной для функции /  на задан­
ном промежутке, если для всех х из этого промежутка F'(x) =  f(x).  
Обозначение 1г(а:)|а именуется двойной подстановкой от а до Ь.

7При этом для нахождения первообразной функции приходится 
часто применять различные приёмы и ухищрения, например, замену 
переменной интегрирования и подстановки, интегрирование по ча­
стям f u d v  =  uv — f v  du, правило интегрирования суммы функций и 
даже прибегать к теории функций комплексной переменной.

8См. Е.Янке, Ф.Эмде и Ф. Леш. Специальные функции. М.: На­
ука. 1968.; И. С. Градштейн, И.М.Рышсик. Таблицы интегралов, 
сумм, рядов и произведений. М.: Наука. 1971.; А. П. Прудников, 
Ю. А. Брычков, О. И. Маричев. Интегралы и ряды. М.: Наука. 1981.



Кроме того она не работает, если подынтегральная функ­
ция определена на фиксированном конечном множестве то­
чек х{ отрезка [а; Ь] (т. е. в случае графического или таблич­
ного задания /) . Итак, формула (13), хотя и называется 
основной формулой интегрального исчисления, не являет­
ся алгоритмом вычисления определённого интеграла [17].

Другой точный метод основан на определении интегра­
ла (см. примеры 4 и 7) как предела интегральных сумм. Од­
нако он не получил распространения, так как даже в про­
стейших случаях требует приложения значительных уси­
лий.

ПРИМЕР 7. Найдём интеграл J  =  / аь cos xdx.
Решение. Разобьём отрезок [а; Ь] на п равных час­

тей. Обозначим А = (Ь — а)/п.  Вычислив функцию cos а; 
при а < b для правых концов элементарных отрезков (при 
а > Ъ — для левых), получим

In = A^cos(a + А) + cos(a + 2А) + • • ■ + cos(a + nA)j.

Упростим интегральную сумму 1п: умножим и разделим её 
на 2sin(A/2), а затем каждое слагаемое заменим суммой 
синусов. После приведения подобных членов найдём, что

1п = ——д- ^sin — sin + ^A ^V

Так как A —> 0 при n —> оо, то получим окончательно:
Ь1 = J cos х dx =

а

А

sin (а Н— А
V 2

= sin b — sin а. Д



Если точным методом не удаётся воспользоваться, то 
применяют приближённые методы вычисления интегра­
лов.

1.4 И нтегрируемость функций

Но прежде чем обсуждать приближённые методы, рас­
смотрим вопрос об интегрируемости функций. Это непро­
стая проблема [12]. Изучим её на примере монотонной и 
неубывающей функции /(ж), заданной на отрезке [а; Ь]:

при a ^ x i ^ x 2 ^ b .  (14)

1.4.1 Суммы  Д ар бу  и их свойста

По примеру Дарбу применим вспомогательное средство 
исследования — две дополнительные суммы, схожие с ин­
тегральной суммой, но несколько проще её. Для этого вы­
полним произвольное разбиение Z(xi) отрезка интегриро­
вания. В силу монотонности функции /  для каждого эле­
ментарного отрезка [жг_г; ж,-] (г = 1 ,2 ,..., п) имеем двойное 
неравенство

f ( xi-i) ^  Д з) ^  ДзД, х 6 [ж;_1;ж,ф (15)

Оно позволяет образовать две специальные интегральные 
суммы

•®(хг) — Д*Е») Ж*—l)
=  / ( ж 0)А ж 1 +  / (  x i ) A x 2 +  • • • +  / ( Ж п-ДДжп,

S(xi) = I(xi ; Xi) =
= f ( x i )Axi  + f ( x 2)Ax2 + ---- h f ( x n)Axn,

которые и называются соответственно нижней и верхней 
интегральными суммами, или суммами Дарбу. В пер­
вой из них в роли точек ф взяты левые концы отрезков 
[ж,_1;жг], а во второй -— правые. На основании (15) заклю­
чаем, что любая интегральная сумма (10) / ( ж;;ф) для того



Рис. 6.
же разбиения удовлетворяет неравенству

s(x{) < I{xi\£i) ^  S(xi). (17)

Геометрически нижняя сумма Дарбу равна площади сту­
пенчатого многоугольника, содержащегося в криволиней­
ной трапеции (рис. 5), а верхняя — площади ступенчатого 
многоугольника, содержащего внутри себя криволинейную 
трапецию (рис. 6).

Следуя Дарбу, найдём разность между верхней и нижней 
суммами: ,

S{xi) -  з(а;,-) =  ( / (х Д  -  / ( х 0)) А х г +

+ ( f i x2) -  /(®i)) Д®2 + ---- h (/( in ) ~  / (x n_i)) Д яп. (18)



Рис. 7.
Как видим, она равна сумме площадей прямоугольников, 
получившихся в результате вычитания друг из друга сту­
пенчатых многоугольников (см. рис. 6 и 5). Заметьте, что 
эти прямоугольники, как бусинки, нанизаны на график 
функции f (x)  (рис. 7).

Суммы Дарбу обладают двумя замечательными свой­
ствами. Докажем следующие леммы.

ЛЕММА 1. Пусть разбиение Z\ получено из разбиения Z 
добавлением нескольких новых точек. Тогда нижняя и 
верхняя суммы Дарбу для функции f{x), соответствую­
щие этим разбиениям, удовлетворяют неравенствам

s(xi) ^  Si(Ti) ^  Si(xj) ^  S(xi).  (19)

Эти неравенства означают, что, если к имеющимся точ­
кам деления добавлять новые точки, то в результате ниж­
няя сумма Дарбу станет лишь возрастать, а верхняя — 
разве что уменьшаться. В итоге при таком измельчении 
разбиения эти суммы будут сближаться, т. е.

S { X i )  -  s ( x i ) ^ S-L(xi )  -  S i ( X i ) .

Доказательство. Сначала изучим поведение верхней сум­
мы. Для доказательства достаточно получить из разбие­
ния Z  разбиение Z\ присоединением к уже имеющимся точ­
кам деления ещё одной точки х*, принадлежащей отрезку



[x,0_i; X{0 ],  т. e. такой, что t!q_i < x* < т,0. В верхней сумме 
S(x{), соответствующей разбиению Z(xt), выделим слагае­
мое с номером г0:

f  (x i0 ) ^ xi0 ~ f  (xio)(xio ~  (20)
Переход от разбиения Z  к разбиению Z\ приведёт к тому, 
что вместо одного слагаемого (20) в сумме бДж,) появятся 
два новых слагаемых:

f(x*)(x* -  тго_1) + f ( x io)(xio -  х*). (21)

Остальные же слагаемые сумм S(xt) и Si(xt) одинаковы.
Сравним (20) и (21). В силу монотонности (14) функции 

f (x)  выполняется неравенство f(x*) /(т ,0). Значит, име­
ет место неравенство

f{x*)(x* -  Z,0_i) + f ( x io)(xio -  X*) ^  f ( x io)(xio -  X^ -i) ,

означающее, что замена слагаемого (20) суммы S(x{) двумя 
слагаемыми (21) в сумме йДж,) не может увеличить этой 
суммы в сравнении с S(x{).

Для нижней суммы Дарбу доказательство выполняется 
аналогично. Если желательно, чтобы разбиение Z\ отли­
чалось от разбиения Z несколькими точками деления, то 
следует постепенно добавлять их по одной. Так как каждое 
новое добавление точки не уменьшает нижнюю сумму и не 
увеличивает верхнюю, то за конечное число шагов будет 
совершён переход от разбиения Z к разбиению Zi, а в ито­
ге для сумм Дарбу имеют место справедливые неравен­
ства (19). □

ЛЕММА 2. Пусть Z\ и Z2 — произвольные разбиения от­
резка [.а; 6], а зДт,-) и S2 (xi) — соответственно нижняя 
сумма Дарбу для разбиения Z\ и верхняя сумма для разби­
ения Z2, соответствующие функции f(x).  Тогда справед­
ливо неравенство



Другими словами, неравенство (22) означает, что каждая 
нижняя сумма Дарбу не превосходит каждую верхнюю 
сумму, хотя бы отвечающую и другому разбиению отрезка.

Доказательство. Для одного и того же разбиения спра­
ведливость утверждения (22) следует из двойного нера­
венства (15). Рассмотрим третье, вспомогательное разбие­
ние Z, содержащее все точки разбиений Z\ и Z2. Пусть ему 
отвечают нижняя 5(ж,-) и верхняя S(xj) суммы Дарбу. То­
гда на основании леммы 1 напишем цепочку неравенств

51 (ж,') ^  Дж;) ^  S( x i )  ^  S 2{xi).

Опустив в ней внутренние неравенства, получим (22). □

1.4.2 К лассы  интегрируемы х функций

Укажем один простой класс интегрируемых функций. 
С помощью сумм Дарбу это сделать нетрудно.

ТЕОРЕМА 1. Если функция /(ж) монотонна на отрезке 
[а; Ь\, то она интегрируема на этом отрезке.

Доказательство. Теорему докажем в три этапа. Сначала 
исследуем случай равномерного разбиения отрезка [а; Ь].

1. Итак, построим последовательность разбиений Zn сле­
дующим образом: первое разбиение Z\ осуществим делени­
ем отрезка [а; Ь] пополам, второе Z2 — делением на четыре 
равные части, третье Z3 — на восемь равных частей и т. д. 
Для длин отрезков разбиения Zn имеем в результате

Ап при оо. (23)

В силу равномерности разбиений Zn верхние и нижние сум­
мы Дарбу примут простой вид:

Sn(xi) — ( / ( x i )  +  f { x 2) Н------ +  f { x nj) Д щ

s n{Xi) =  ( / ( ж0) +  / ( жД +  • • • +  / (ж „ _ 1  ) ) д „ ,



а их разность равна

Sn(z.-) -  s n ( x i )  = {f (xn) -  / ( i 0))An =  {fib) -  /(a ))  A„, 

так что, используя (23), получим

\hn{Sn(xi) -  sn(z,)) =  0. (24)

Так как каждая новая последовательность разбиений со­
держит в себе все точки деления предыдущих разбиений, 
то, учитывая ещё и леммы 1 и 2, приходим к выводу, что 
последовательности верхних и нижних сумм суть монотон­
ные ограниченные последовательности:

*5<п(̂ 'г) ^ 'Sn+l ( г̂)} S n ( Xi )  ^ Si,
•Sn(̂ 'i) ^  ^n+l(®i)> Sn(x,’) ^  Si.

По теореме о монотонных ограниченных числовых после­
довательностях они должны иметь предел. Согласно (24) 
их пределы совпадают:

lim SJxi )  = lim 5„(а;:-) = 1. (25)

При этом последовательность Sn(xi) стремится к преде­
лу X сверху, а последовательность sn(x{) — снизу:

Sn(xi) ^  I  ^  sn(xi). (26)

Выводом соотношений (24), (25) и (26) закончим первый 
этап доказательства теоремы.

Проанализируем полученный результат. Он имеет оче­
видную геометрическую интерпретацию. Выше показано, 
что при неограниченном измельчении равномерных разби­
ений отрезка [а; Ь] последовательности площадей ступен­
чатых многоугольников, содержащихся в криволинейной 
трапеции и окаймляющих её, стремятся к одному и тому 
же пределу ,Х — к площади самой криволинейной трапе­
ции. К этому пределу стремятся и интегральные суммы, 
заключённые между нижними и верхними суммами Дар- 
бу (см. (17)).



Обобщим этот результат на общий случай разбиений (не 
обязательно равномерных).

2. На этом этапе убедимся в том, что верхняя и нижняя 
суммы Дарбу, соответствующие произвольному разбие­
нию Z , связаны неравенством

а д  ^  X > s{Xi). (27)

Сначала отработаем с верхней суммой. Допустим про­
тивное: пусть найдётся такое разбиение Z*, для которого 
S*(xi) < X. Положим е — X — S*(x{) > 0. На основании (25) 
и (26) для данного е можно указать такой номер N,  что 
член последовательности нижних сумм здг, построенной на 
первом этапе доказательства, удовлетворяет неравенству

0 ^  X  — siy(xi) < е =  X — S'*(ж,-).

Используя его, приходим к неравенству S'*(ж,-) < sjv(a;j), 
противоречащему лемме 2. Выявленное противоречие до­
казывает справедливость неравенства (27) для верхней 
суммы. Для нижней суммы Дарбу доказательство выпол­
няется аналогично.

Неравенство (27) имеет простой геометрический смысл: 
площадь криволинейной трапеции X меньше площади лю­
бого окаймляющего ступенчатого многоугольника S(жг) и 
больше площади любого содержащегося в ней ступенчато­
го многоугольника Дж,-). Отметим ещё, что этот результат, 
в отличие от (26), никак не связан с предположением о 
равномерном разбиении отрезка [а; Ь\.

И, наконец, убедимся в том, что число X — предел инте­
гральных сумм (10) /(ж,-; £,) при Д 0.

3. Выполним произвольное разбиение Х(ж,-). Для него 
интегральная сумма / ( ж,■;£;), суммы Дарбу 5'(ж,-), s(xi) и 
число X удовлетворяют условиям (17) и (27). Вычитая (17) 
из (27), получим двойное неравенство

— (S(xi) -  Дж,)) ^  X -  7(ж,;&) ^  S(xi) -  s(xi).



Заменим его эквивалентным неравенством

X-I (x i \Z i ) ^  S(Xi)  -  s ( X i ) . (28)

Последнее соотношение означает следующее: чтобы оце­
нить разность между числом 1  и произвольной интеграль­
ной суммой 7(х,-;£,), достаточно оценить разность (18) ме­
жду верхней и нижней суммами Дарбу.

Зададимся произвольной точностью е и сопоставим ей 
число <5, положив его равным

/ ( * ) - Д о ­
считаем разбиение Z(x{) достаточно мелким. Пусть для 
него длина наибольшего элементарного отрезка удовлетво­
ряет условию А = тах{ж,-} < 8 . Оценим разность (18), за­
менив в ней все Ах{ (г = 1 ,2 ,..., п) на 8 . Тогда имеем

S(xi) -  a(ii) < (/(хД  -  /(хо) + / (х 2) -  Д х i) +

+ Д®з) -  Да:2) + • • • + /(x n) -  / (x n_x))<5 =

^  Лг (Д 6) - / ( < Ф= ( / ( Ди) - Д Я = = е,

т. е. получим

5(xt) -  s(xi) < е. (30)

Неравенство (30) показывает, что для монотонной функ­
ции /(х ) разность между верхней и нижней суммами Дар­
бу стремится к нулю при А —•> 0. Этот результат обобщает 
вывод (24), сделанный на первом этапе доказательства дан­
ной теоремы. Сравнивая (30) и (28), получим неравенство

l - I ( x i U i ) < е. (31)

Оно утверждает: для любого заданного е найдено такое 
8  (29), что при произвольном разбиении 2ДхД, удовлетво­
ряющем условию А < ф справедливо неравенство (31).



А это, по определению (см. (11м, означает, что число X 
является пределом интегральных сумм /(х,;ф ) при Д —> 0 
и монотонная функция /(х) на отрезке [а; Ь] интегрируема 
на этом отрезке. □

В заключение отметим, что монотонность функции — 
достаточное условие интегрируемости, не являющееся, од­
нако, необходимым. Например, доказанная только что те­
орема легко обобщается на класс кусочно монотонных 
функций (они в точках с,- (г = 1, 2 , . . . ,  п — 1) меняют неу­
бывание на невозрастание или наоборот; такой функцией, 
скажем, является синус: /(х) = sinx). Если отрезок [а; Ь] 
разбить на части [а; щ], [щ; с2], . . .  , [cn_i; b], в каждой из ко­
торых функция /(х) монотонна, а значит, и интегрируема, 
то она будет интегрируема и на всём промежутке [а; Ь].

И наконец, сформулируем два утверждения, которые на­
меренно оставим без доказательства: функция, ограничен­
ная на [а; Ь] и имеющая конечное число точек разрыва, или 
функция, непрерывная на [а; Ь], интегрируемы. Они назы­
вают ещё два класса функций, для которых определённый 
интеграл всегда существует.

2. П р и б л и ж ё н н ы е  м етоды  в ы ч и сл ен и я  и н т егр а ­
лов

Приближённые методы вычисления интегралов можно 
условно разделить на две группы: аналитические и чис­
ленные. Эти методы основаны на аппроксимации подынте­
гральной функции /(х) некоторой более простой функци­
ей, например, рядом или полиномом.

2.1 А н ал и ти ч еск и е  м етоды

Аналитические методы заключаются в приближённом 
построении первообразной и в дальнейшем применении 
формулы (13). Практически обычно пользуются разложе­
нием подынтегральной функции /(х) в степенной ряд, что 
позволяет свести вычисление исходного интеграла к инте­



грированию полинома. Погрешность результата в таком 
случае складывается:

1) из погрешности замены ряда частичной суммой (это 
погрешность усечения; она равна остатку ряда);

2) из ошибок округления при вычислении самой частич­
ной суммы (для их уменьшения следует вести расчёты с 
запасными цифрами).

Заметим, что в практике вычислений нередко имеют де­
ло со знакочередующимися рядами. Если при любом х из 
промежутка интегрирования общий член такого ряда стре­
мится к нулю и модули членов ряда монотонно убывают, 
то по признаку Лейбница [7] ошибка усечения всегда мень­
ше модуля первого отброшенного члена. Этим обстоятель­
ством можно воспользоваться для оценки погрешности. В 
случае знакопостоянных рядов для оценки остатка ряда 
привлекают в дополнение такие числовые ряды, остатки 
которых нетрудно подсчитать.

ПРИМЕР 8. Вычислим интеграл из примера 6 с точностью 
до четырёх десятичных знаков, положив х = 1.

Решение. Представим функцию f[u) — е~“2 степенным 
рядом (рядом Тейлора) [7]. Воспользуемся разложением 
экспоненты в ряд

г 2 3 4 „5 „6
~  и/ iv  iV О/ О/

в = 1  + * +  я  + З! + ¥  + Ц  + Ц  + ' " '

сходящийся при любом х. Заменив в нём х на — и2, получим

= 1 и2 +
2!

и6 и8 и10 и12
"зГ+ Ж бГ + б̂Г

Так как ,0 ^  и ^  1, то модули членов ряда убы­
вают, и для оценки остатка ряда при любом и из про­
межутка интегрирования можно воспользоваться призна­
ком Лейбница. Таким образом, если удержать члены ряда



ДО ( - l ) n+1
и2n—1

(2n—1)(п —1)!
, то для остатка получим оценку

|Д»+1 I ^
U2п+1

< 0.00005.
(2n + l)n! |„=i

Это неравенство выполняется уже при п = 7:

и15 1
15 • 7! и=г ~  75600|Й 7К 1.5 • 10“5 < 0.00005.

Следовательно, проинтегрируем почленно первые семь 
членов ряда:

1
_2
7 ^ И

du

- м

и и
“ + 2! “  3! + 4! “

и10 и1 2 '

5! + 6!
I du =

2

V * K
2
7̂Г

U U U и11 и13
\ и -

3-1! 5-2! 7-3! 9-4!
1 1

11-5! 13-6!
_ 1
^  1 3 + 10 42 + 216

1
+

1
1320 9360

Вычислим сумму ряда с пятью знаками после точки 
(с одним запасным знаком). Окончательно получим X — 
= 0.8427 со всеми верными знаками (значение интеграла, 
найденное с точностью 10-15, равно 0.842700792949715).

Заметим, что практически нет необходимости заранее 
определять число п. Проще подсчитывать члены ряда при 
соответствующем значении и до тех пор, пока не дойдём 
до слагаемого, модуль которого меньше заданной погреш­
ности. Д

Однако не всякую подынтегральную функцию (или её 
часть) можно разложить в ряд. Поэтому не будем больше 
останавливаться на обсуждении аналитических методов.



Универсальными являются алгоритмы численного инте­
грирования (их больше трёх десятков [11]). Они позволяют 
найти значение интеграла по значениям функции /(ж) на 
отрезке [а; Ь].

2.2 Ч исленны е методы

Приведённое выше определение интеграла (см. (12)) 
даёт одновременно и способ его вычисления путём пря­
мого нахождения предела интегральных сумм. Но такой 
способ, как мы уже знаем, сложен и его (почти) не приме­
няют в точных вычислениях. Зато в приближённых алго­
ритмах он часто используется. При этом подынтегральная 
функция f (x)  заменяется легко интегрируемой функцией, 
например, такой, как полиномиальная или рациональная 
функция.

Ниже выводятся формулы прямоугольников, трапеций и 
парабол. В них /(ж) заменяется соответственно полиномом 
нулевой, первой и второй степени. Напомним, что сам про­
цесс численного нахождения интеграла называется квад­
ратурой, а соответствующие формулы — квадратурными 
(буквально — формулами вычисления площади).

2.2.1 Ф ормулы  прямоугольников

Примем следующий порядок действий: будем исхо­
дить из определения интеграла как предела интегральных 
сумм; выполним произвольное и достаточно мелкое раз­
биение отрезка [а; 6] и, образовав для него интегральную 
сумму (10), возьмём её значение в роли значения соответ­
ствующего интеграла.

Итак, разобьём отрезок [а; Ь] точками деления ж,- (г = 
= 0 ,1 ,.. . ,  гг; Хо = а, хп = Ь) на п равных частей длины 
h = (b — а)/п. На каждом частичном отрезке возьмём по 
произвольной точке ф G [ж,_1;ж,] (г =  1,2, . . . ,п ) .  Тогда 
выражение для интегральной суммы запишется в виде

In — ^ ( / (6 )  +  /(£ 2) н—  + Ш ) .



Если функция f (x)  интегрируема на отрезке [а; 6], то по­
лучим

6
lim In = X = / f ix )  dx,

п —юО J
а

что даёт нам право формулу для интеграла X представить 
в виде суммы

1  = In + Rn, где lim Rn = 0. (32)
п — Ю О

Осталось пренебречь величиной остаточного члена Rn, что­
бы написать приближённую формулу для вычисления X. 
Она называется формулой прямоугольников:

1  ~  I n  = Л ( Л Ь )  +  / ( 6 )  + ••• + /(&))■ (33)
Причина такого названия кроется в геометрическом истол­
ковании формулы (33): интеграл X есть площадь криволи­
нейной трапеции (рис. 2), а интегральная сумма — пло­
щадь ступенчатого многоугольника, составленного из пря­
моугольников (рис. 5, 3 или 6) с одинаковыми основания­
ми длины h = (Ъ — а)/п и высотами, равными значениям 
функции f ix )  в произвольных точках ф отрезков разбие­
ния Xi\ (i — 1 ,2 ,.. . ,  п). Разность между этими площа­
дями Rn с возрастанием п стремится к нулю.

Если в роли точек £, взять левые концы ф = х;_ сред­
ние точки £,• = (x,'_i + ж,-)/2 или правые концы ф = ж,- отрез­
ков разбиения, то получим соответственно формулы левых 
(б = а+(г —l)/i) (г = 1 ,2 ,..., гг), средних = а+(г—1/2)/г)
и правых = a -f ih j прямоугольников:

х  «  Jn =  Л Ё / « О -  (34)
г = 1

Из трёх формул в практике вычислений используется 
формула средних прямоугольников. Она даёт хорошие ре­
зультаты при интегрировании непрерывных периодических



функций. Если функция /(ж) имеет на отрезке [а; b} не­
прерывную вторую производную, то всегда найдётся такая 
точка (  € [а; 6], что погрешность формулы средних прямо­
угольников [7] будет представима в виде9

RП  ----
(Ъ~а)3

24п2 п о  =
b — а 

24 А2/ " ( С ) . (35)

Из равенства (35) следует, во-первых, что формула сред­
них прямоугольников даёт точный результат, если подын­
тегральная функция является полиномом степени не вы­
ше первой, и, во-вторых, если /"(ж) > 0 \/ж £ [а; Ь], то по 
формуле будет найдено значение интеграла с недостатком; 
если же f"(x)  < 0  — с избытком. Так как местоположение 
точки С на отрезке [а; Ь] не известно, то равенство (35) не по­
зволяет подсчитать погрешность Rn, но даёт возможность 
оценить её сверху. Обозначим через М2 = sup |/"(ж)|, а

хЕ[а;6]
через е — заданную точность вычислений, получим

Ш  = % П М г (36)
Неравенсто (36) показывает, что с возрастанием п погреш­
ность формулы средних прямоугольников убывает не ме­
дленнее, чем 1 / п 2. Это неравенство позволяет выбрать за­
ранее начальное число делений отрезка [а; Ь] и, таким обра­
зом, найти значение интеграла с погрешностью, не превос­
ходящей по модулю е. Вот это число10:

п = (37)

9Для формул левых и правых прямоугольников имеем [7] соответ­

ственно Rn Ф (Ъ а)2
2 п П О  = -^Л /'(О иЛ „ = - ^ 2 ^ т

(Ь — а)2
1иДля формул левых и правых прямоугольников п — — -—— Mi

где Mi =  sup |/'(х )|.
аг£[а;Ь]

2 е



У п р а ж н е н и е  1. 1. Докажите интегрируемость кусочно 
монотонных функций.

2. Вычислите интегралы с помощью интегральных сумм:

rb rb
1) /  xkdx (а, Ъ £ R, к £ N); 3) / sin ж <fx;

J  a  J  а

2) J xpdx (а, 6 6 R+ р £ R); i)J ln(l — 2r cos х + г2) dx.
3. Какая связь между суммами Дарбу и формулами пря­

моугольников?

4. Модифицируйте формулу левых и средних прямо­
угольников, изменив пределы индекса суммирования г.

5. Получите формулы прямоугольников, заменив на от­
резке [xi-iiXi] кривую у = / (х ) прямой у = у,_ь  у =  у,-_ 
или у = у,-, проходящей соответственно через точки
(а^-ьу,--!), (xt_ i,y ,_ i) или (х,-,уг). Здесь хг_д = 
уг_ | =  / (х г_1 ) (г = 1 ,2 ,..., п). 6

6. Когда верны формулы левых и правых прямоугольни­
ков?

2.2.2 Ф ормула трапеций
Теперь применим другой подход к выводу формул чис­

ленного интегрирования. Выберем простую вспомогатель­
ную функцию, близкую к подынтегральной функции /(х),

ь
и приближённо заменим интеграл X — /  /(х ) <ix интегра-

а
лом от вспомогательной функции.

Представим простейшую реализацию этой идеи. Ра­
зобьём отрезок [а; Ь] на п равных частей длины h =  (b—a)/n 
точками х,- = а + ih (i = 0 ,1 ,... , n), х0 = а, хп = Ь. Ясно,

юр
-*



РИС. 8.

что искомый интеграл равен сумме интегралов, т. е.

О Х\ Х2 ХпJ ' f (x)  dx — J f (x)  dx + J f (x) dx + . . . +  J f (x)  dx. (38)
Яо Xl xn — 1

На каждом элементарном отрезке [x,_i;x,] заменим подын­
тегральную функцию линейной функцией вида

У =  А{х -  X i_i) +  В(х -  Xi),
х €  [x t-_ i; х,-] (г =  1 , 2 , .  . . , п ) .

(39)

Она в граничных точках x,_i, х,- принимает те же значения, 
что и функция /(х): уг_i = /(х,-_!) и ?/,• = /(х,-). Её график 
является ломаной линией, начальная, угловые и конечная 
точки которой принадлежат также графику подынтеграль­
ной функции /(х ) (рис. 8). С увеличением п число общих 
точек будет расти, а в результате ломаная станет всё боль­
ше приближаться к кривой у = /(х).

Положив’’в (39) х — Xi и х = x,-_i, найдём коэффициен­
ты А = и 5  = - 2/.-1 Затем по формуле Ньютона
Лейбница вычислим интеграл от функции (39) по отрез-



no

ку [п -ъ  П']:

J [A(x — Xi-i) + B(x — x,-)j dx =

J A(x — Xi-i) dx -f J B{x — X{-i — h) dx —

Полученный результат имеет простой геометрический 
смысл: интеграл равен площади фигуры, ограниченной 
графиком функции (39), осью абсцисс и двумя вертикаль­
ными линиями х = х,_ 1, х = Х{. Эта фигура представляет 
собой трапецию, а, как известно, её площадь равна произ­
ведению полусуммы оснований (г/,-_i + ?/,•)/2 на высоту h. Но 
здесь результат (40) получен прямым интегрированием, а 
не ссылкой на формулу планиметрии.

Подсчитаем теперь интеграл 1  = /аь/(ж) dx на всём про­
межутке:

(41)

Складывая почленно равенства (41), получим приближён-



ную формулу для вычисления интеграла

ъ
х) dx ~  1 п =

а

=  h  о / ( а ) +  / ( * i )  +  f ( x 2) +  • • • +  / ( ^ „ - 1
1

2 ) + »  =

) ,  (42)= h

называемую формулой трапеций. Как и в предыдущем 
случае, это название связано с геометрической интерпрета­
цией формулы. Разность между площадью криволинейной 
трапеции, соответствующей интегралу Z, и суммой пло­
щадей обычных трапеций, образованных графиком функ­
ции (39), осью абсцисс и вертикалями Т; =  а + ih (г = О, 
1 ,... ,п), равна [7]

Она с возрастанием п стремится к нулю. Заметим, что вы­
ражения для остаточных членов (43) и (35) схожи. Это 
позволяет сделать вывод: формулы трапеций и средних 
прямоугольников характеризуются примерно одинаковой 
точностью.

Формула (43) написана в предположении, что подынте­
гральная функция f ( x ) имеет на отрезке [а; Ъ] непрерыв­
ную вторую производную. Задавшись точностью е и вычи­
слив М2 =  sup |/"(ж)|, приведём оценку сверху для моду-

х£[а;Ь]
ля погрешности:

(44)

С её помощью можно подсчитать рекомендуемое число де-



лений отрезка [а; 6]:

п = /
(6 — а)3 

12е
М2. (45)

Упраж нение  2. 1. Выведите формулу трапеций:
1) из формул левых и правых прямоугольников;
2) разбейте промежуток интегрирования на п равных ча­

стей и интеграл на каждом элементарном отрезке считайте 
равным произведению длины отрезка на среднее арифме­
тическое значений подынтегральной функции в начале и в 
конце отрезка.

2. Получите формулу трапеций, заменив на отрез­
ке [xi~i]Xi] кривую у = f ( x ) прямой:

1) у = Ах + В,  проходящей через точки yi~i)
и (xi,yi) (г = 1 ,2 ,..., гг). Коэффициенты Л и Б  найдите 
из условия

У i- 1  = Ах {- 1 + В, 
Ух =  A x i  +  В ;

2) у = Уi-i + УX -  Ух-1 , ч , Ь\х  -  х г_1 ), /г =h
х £ а;

гг г -1 ,

(* = 1 ,2 ,...,п ) .
3. Когда верна формула трапеций?
4. Почему погрешность формулы трапеций в два раза 

(по модулю) больше погрешности формулы средних прямо­
угольников, хотя аппроксимация подынтегральной функ­
ции на каждом элементарном отрезке в методе трапеций 
проводится полиномом первой, а не нулевой степени?

5. Докажите, что через три точки Р0 (х0 ,уа), Pi(x1,?/]) и
J/2) проходит единственная парабола у =  ах2 + Ъх + с.

2.2.3 Ф ормула парабол
Будем развивать идею, использованную при выводе фор­

мулы трапеций, для получения более точной формулы чис­
ленного интегрирования. Если на каждом элементарном



из

отрезке интегрирования подынтегральную функцию заме­
нить квадратичной функцией, то получим формулу пара­
бол. Суммируя все интегралы, выведем обобщённую фор­
мулу парабол, называемую также формулой Симпсона.

Итак, разобьём отрезок [а; 6] на чётное число т  = 2п рав­
ных частей длины h = (b — a)/(2n). Границы элементарных 
отрезков суть х0 = а, хг, ж2, • • • , х2п = Ь, так что хг = x 0 +h, 
ж2 — Xi + h = ж0 + 2Л, . . .  , х 2п = X2n-i + h — хо + 2nh. Как до­
говаривались, кривую у = /(ж) на отрезке [ж2;_2; т 2г] длины 
2h аппроксимируем параболой

У =  Л(х -  ж2г-_2)(х -  x2i_i) + В(х  -  ж2,'_2)(ж -  ж2г) +
+ С ( Х  -  Ж2,-1)(Ж -  Ж2г), ^

проходящей через точки (ж2,-_2, y2i_2), (ж2г_ь у2,-_а) и (ж2;, y2i) 
(г = 1 ,2 ,.. . ,  п) и, таким образом, площадь под кривой при­
ближённо заменим площадью под этой параболой.

Найдём коэффициенты А, В  ж С. Для этого в форму­
ле (46) последовательно положим ж = ж2; = ж2,_2 + 2h, 
ж = ж2,-_1 = ж2,_2 + h и ж = ж2,_2. Получим соответственно

А  —  У 2'  R  _  У21' - 1 /О __ Z/2i—2

~  2/i2’ “  /г2 ’ 2Ь? (47)

Площадь под параболой есть11
x2i_2+2/i
J ( а ( ж -  ж2;_2)(ж -  Ж2,'_1) + В(X -  ж2,_2)(ж -  ж2г) +

Z2I-2

+ С(ж — ж2,_1)(ж — x 2i))dx — A - h 3 — B^-h3  + C - h• • о •*
Xoif  2 4 2

Поэтому имеем / f (x)dx & A - h 3 — В - h 3  + C - h 3 . Исполь-
J  о  О О

x2i—2

п 3десь удобны замена переменной интегрирования х — x2i~i — f и 
учёт формул х21-2 =  ж2>_1 -  h, X2i =  X2i - 1 +  h.



зуя (47), найдём

X2i h
j  f ( x ) «  — (?/2t-2 + 4t/2i-l + У 2 i)- (48)

X2i-2

Положив в (48) i = 1, 2 , . . . ,  n, для интеграла по всему от­
резку [а; Ь] получим

ь
J f (x)  dx ~  — ((уо + 4?/i + у2) + (у2 + 4у3 + Уа) + ---- Ь
а

+  { У 2 п - 2  +  47/271—1 +  У 2тг)) •

Откуда напишем 
ь

I  =  J f ( x )  dx к, 1 т =
а

h ,
—  ^ (2 / 0  +  У 2 п  +  4 ( у х  +  У з +  • • • +  У 2 п - \ )  +

+  2 (уг +  У4 +  ■ • • +  У2п -г)) ■ (49)

Формула (49) называется формулой парабол. Напомним, 
что в ней шаг интегрирования h равен (Ь — а)/(2п).

А это компактная форма записи формулы парабол:

% ~  g ^ /(a) + / ( & ) + 4 ^ / ( z 2l_i)+2 ^ / ( z 2;)j = (50)

Именно формулу парабол применяют для приближён­
ного вычисления интегралов, так как она при одинаковых 
затратах труда даёт более точный результат, чем форму­
лы средних прямоугольников и трапеций. Пусть функция 
f (x)  \/х 6 [а; Ь] имеет непрерывную четвёртую производ­
ную. Тогда на данном отрезке найдётся такая точка (, что



остаточный член формул (49)-(50) запишется в виде [7]

= - 1 <51> 
Оценим его значение сверху. Имеем:

\Rm (■Ь - а Г
180т4

МА ^  е, (52)

где М4 sup
х£[а;Ь]

/ (4)М  , Т. е. погрешность формулы парабол

с возрастанием т убывает не медленнее, чем 1 / т 4. Таким 
образом, видно, что формула (49) действительно точнее 
формул (34) и (42). Из неравенства (52) для рекомендуе­
мого числа делений отрезка [а; 6] получим

т = (53)

В заключение отметим любопытный факт: формула па­
рабол даст точное значение интеграла при интегрировании 
полиномов до третьего порядка включительно (см. выра­
жение для остаточного члена (51)).

Проиллюстрируем изложенный выше материал приме­
рами.

ПРИМЕР 9. Снова вычислим интеграл X — ех dx (см. 
пример 5). Значение X по формуле Ньютона — Лейбни­
ца равно е — 1 и  1.718282. Найдём теперь его по формулам 
прямоугольников, трапеций и парабол, выбрав произволь­
ное число делений п, равное, например, 10.

Решение. Для функции /(ж) = ех имеем /М(ж) = 
= (ех)'*̂  = ех. Так как экспоненциальная функция ех 
на отрезке интегрирования [0; 1] возрастает, то получим 
М\ — М 2 =  М4 — е. Сначала по формулам (34), (42) и (49) 
вычислим 'До. Результаты сведём в табличку. Затем при 
£ = 10~7 оценим остаточные члены |Д10| (см. неравенства
(36), (44) и (52)), подсчитаем ошибки Дю = X — 710 всех



пяти формул и рекомендуемые начальные числа делений 
отрезка [0; 1] (формулы (37), (45) и (53)):

М етод До |Дю| Дю п
Л ев пр 1.633799 1.4-10-1 8.4•10”2 13591410
Прав пр 1.805628 1.4-10-1 —8.7-10-2 13591410
Трапец 1.719713 2.3-10-3 —1.4-10—3 1506
Среди 1.717566 1 .М 0-3 7.2-10"4 1064
Параб 1.718283 1.5-10"6 —9.5•10—7 20

Д

Заметим, что в табличке квадратурные формулы пере­
числены в порядке возрастания точности12.

ПРИМЕР 10. Теперь, соблюдая условия примера 9, найдём 
значение функции ошибок J  = erfx = 2Д/я /0Х е~и du. Его 
нельзя вычислить по формуле Ньютона — Лейбница, но 
зато легко подсчитать посредством формул численного ин­
тегрирования. Результат при х = 1, равный 0.8427008, при­
ведён в примере 8.

Решение. Для функции /(и) = е~и , определённой на 
промежутке [0; 1], имеем

Г{и) = - 2 ие~и\  

f " (u) ~  2е_“2(2н2 — 1),

/ ' > )  = —4шГ“2(2и2 -3 ) ,

/ (4)(и) =  4е~“2(4и4 -Г 2и 2 + 3), 

/ (5)(п) = —8ие_“2(4н4 -  20д2 + 15).

Mi =

0.8577639,
М2 = |/"(0)| = 2, 

М4 = / (4)( 0) = 12,

Все расчётные данные сведём в следующую табличку:

12Формулы левых и правых прямоугольников обладают одинако­
вой точностью.



М етод ho \Rio\ Дю п
Л ев пр 0.8776723 4.3-10-2 —3.5-10-2 4288820
Прав пр 0.8063451 4.3 -10~2 3.6-10-2 4288820
Трапец 0.8420087 1.7-10-3 6.9 -10—4 1292
Среди 0.8430469 8.3-10-4 —3.5 • 10—4 914
Параб

Д
0.8427017 6.7-10-6 —9.2 • 10~7 30

Отметим, во-первых, что формула средних прямоуголь­
ников “примерно на одну треть эффективнее формулы тра­
пеций”, и, во-вторых, высокую точность формулы пара­
бол.
Упраж нение  3. 1. Выведите формулу парабол, заменив 
на отрезке [х2,_2; x2t] кривую у — f(x)  параболой у = Ах2+ 
+Вх+С, проходящей через точки (х2,-_2, у2;_2), (x2,_i, y2,_i) 
и (х2,-, у2,) (г = 1 ,2 ,.. . ,  п). Коэффициенты А, В и (7 опре­
делите (см. гл. III) из условия

У 2 г - 2  —  A x l i _ 2 +  B x 2 i - 2  +  С )

' У2г—1 — Ат 2,-1 + Bx2i- 1 + С,
У 2% — А х2i +  B i:2i +  (7.

2. Получите формулу парабол, заменив на отрез­
ке [x2t-_2; х2,] дугу графика у — f(x)  параболой

. V 2 i - 1  — У 2 г - 2  (  Ч
г/ =  2/2г—2 + ------- i -  ®2.--2) +

+

h
У 2г —  2 2̂1-1 +  2/2,— 2 

2/г2
( х  -  Х 2, _ 2 ) ( Х  -  X 2, ' _ i ) ,

проходящей через точки (x2t-_2, у2,_2), (x2,_i, y2t_i) и (x2i, y2t) 
(г = 1 ,2 ,. . . ,  гг); h = (Ь — а)/(2 п).

3. Выведите формулу парабол, используя формулы сред­
них прямоугольников и трапеций [h — (Ь — a)/(2n)j :

| 71 — 1 ®2i-l + x2t+l + 1/1^ /(^2г-2) + / (х 21)
3 1—1



2 .2 .4  П рактическая оценка погреш ности квадра­
турны х ф орм ул

Рассмотрим вопрос о погрешности квадратурных фор­
мул. Теоретические оценки погрешности Rn (см. (35), (43)
и (51)) являются априорными, так как их можно произ­
вести до нахождения интеграла. На практике они редко 
используются, так как, во-первых, производная, входящая 
в формулу Rn, вычисляется в точке £, положение кото­
рой на [а; Ь] неизвестно, а оценка сверху (см. (36), (44) и
(52)) обычно приводит к чрезмерному её завышению; во- 
вторых, если производная разрывна, то формулу вообще 
применять нельзя и, в-третьих, функция /(х) может быть 
задана таблицей. На практике при подсчёте погрешности 
чаще всего пользуются принципом Рунге. Он заключается 
в следующем.

Назовём порядком точности квадратурной формулы 
степень к шага /г, которой пропорциональна величина оста­
точного члена. Пусть R  и I2h ~  приближённые значе­
ния интеграла X = /а6/(х) dx, вычисленные по выбран­
ной квадратурной формуле соответственно с шагами h и 
2h (другими словами, с числами разбиений 2п и п). На 
основании (35), (43) или (51) предположим, что погрешнос­
ти полученных значений пропорциональны к-ой степени 
шагов, причём коэффициент пропорциональности (назовём 
его М) постоянен и не зависит от длины шагов. Тогда на­
пишем два равенства

X = Ih + M hk и l  = I2h + M{2h)k. (54)

Исключив из (54) М,  получим, что

X = I h + Sh, где 6 к = ! ^ ± .  (55)

Изложенное выше правило практического оценивания по­
грешностей называют принципом Руте , а формула —



поправкой Ричардсона. Так как оценка погрешности осу­
ществляется после вычисления интеграла, то она является 
апостериорной.

Применим теперь принцип Рунге к вычислению инте­
грала с заданной допустимой относительной ошибкой е. 
Выполним какое-нибудь разбиение промежутка интегри­
рования и подсчитаем интеграл по квадратурной формуле 
дважды: с заданным п и удвоенным 2п числом разбиений. 
Затем по правилу Рунге для числа разбиений 2п найдём 
относительную погрешность

д I 2п In
2п~  (2 * -1  )12п-

Здесь 12п и /„ — приближённые значения интеграла, вы­
численные соответственно при 2п и п разбиениях отрез­
ка [а; 6]. Ошибку (56) сравним с заданной точностью е и, 
если окажется, что выполняется неравенство |Д2п| ^  £, то 
процесс разбиений закончим. В противном случае удвоим 
число разбиений, найдём новое значение интеграла, снова 
проверим неравенство и т. д. Так как значение интеграла 
может оказаться близким или равным нулю, то при рабо­
те на компьютере используем “линейную форму” условия 
окончания разбиений отрезка [а; Ь]

\ h n - I n \ ^ ( 2 k -1 ) е \12п\. (57)

Здесь к =  1 для формул левых и правых прямоугольников, 
к = 2 — для формул средних прямоугольников и трапеций, 
к = 4 — для формулы парабол и к = 8 — для формулы 
Гаусса — Лежандра (п = 4).

В случае абсолютной ошибки также избавимся от опе­
рации деления. Тогда условие окончания разбиений запи­
шется в виде



Рис. 9.
ПРИМЕР 11. По формуле средних прямоугольников (34) 
вычислим значение функции erf(l) из примера 10; пусть 
е =  10-7, п = 10.

Решение. Построим функциональную схему программы. 
Так как по условию задачи требуется при заданных пре­
делах интегрирования а —  0, b —  1, допустимой относи­
тельной погрешности е = 1СГ7 и начальном числе разби­
ений промежутка интегрирования п — 10 методом сред­
них прямоугольников ( 1  = faf(x)d,x и  hJ2 i=o f ( a + h/ 2 + 
+ ih ), h = (b — a ) /n j вычислить значение интеграла erf(1) =
= 2Д/7Г /о e"“2 du, то три алгоритма в схеме иерархии оче­
видны (рис. 9): головной алгоритм (назовём его МЕТОД 
СРЕДНИХ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ), подчинённый — с именем 
MEDIUM, выполняющий численное интегрирование, и на 
третьем уровне иерархии алгоритм / ,  поставляющий алго­
ритму MEDIUM значения ординат.

Пояснений требует, наверное, только алгоритм MEDIUM. 
Он будет содержать кратную команду повторения, причём 
внешняя (команда пока) станет служить для проверки не­
равенства Рунге, а внутренняя (команда для) — для сум­
мирования ординат. Каждая из команд повторения потре­
бует подготовки цикла. Начало внешнего цикла будет со­
стоять из копирования числа разбиений (п <— т ;  вспомо­
гательная переменная п необходима, так как в результа­
те побочного эффекта (п <— 2п; см. ниже) изменится ис­
ходное число разбиений и, таким образом, будет наруше­
но правило “не ты вычислял, ни тебе и менять”: резуль-



татом работы алгоритма MEDIUM должно быть I i n, а не 
изменённое значение т ) ,  подсчёта начального шага инте­
грирования (h <— (Ь — а)/п), задания фиктивного значе­
ния интеграла (/„ <— 0; при таком начальном значении 
1п неравенство Рунге не выполнится и будет совершён хо­
тя бы один виток цикла по е, в котором число разбиений 
промежутка интегрирования увеличится вдвое), подсчёта 
константы (ез <— Зе; это действие называется чисткой ци­
кла) и задания начального значения логической перемен­
ной (finished <г-л о ж ь  ] при таком её значении внешний цикл
(цикл по е) выполнится, по крайней мере, один раз).

Начало внутреннего цикла (цикл с параметром г) бу­
дет содержать команды вычисления вспомогательных ве­
личин: половины шага интегрирования (hhaif*—h/ 2 ) и на­
чальных значений абсциссы t <— а + h / 2  и ординаты 
S  <— f (a  + h / 2 ). После цикла суммирования ординат (S  <— 
<— S + /(а  + h/ 2  + ih), (г = 1 ,2 ,.. . ,  п — 1)J найдём пло­
щадь ступенчатого многоугольника (hn <— S-h),  подсчи­
таем текущее значение лог переменной finished (finished<—
<— (\hn — Ц  ^  3e \hn\)^ и подготовимся к очередному воз­
можному циклу по е\ выполним пересылку значения ин­
теграла (1„ <— / 2„), уменьшим вдвое шаг интегрирования 
(h *— h /2 ) и одновременно увеличим вдвое число разбие­
ний (п <— 2п). Как только неравенство Рунге выполнится 
(finishedстанет равной и с т и н а ) ,  алгоритм MEDIUM закон­
чит свою работу (Medium*- hn)-

Приведём текст проекта программы:
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

алг Метод средних прямоугольников
вещ а, Ь,,е, 1

цел п 
начало

вывести ’ а, b — пределы интегрирования, е — точ-



ность и п — начальное число разбиений 
ввести а, Ь, £, п
вывести заголовок задачи, а, Ь, б, гг

лА
Medium (а, Ь, е, п, /)

вывести заголовок выходных данных, 1  
конец { головного алгоритма }
{- -}
алг вещ MEDIUM (вещ а, Ь, е, цел т ,  алг вещ /  (вещ ж))

знач а, &, е, т
В 6 Щ  /г, I n  5 1 2 пч 1 h h a l f  i ^  

лог finished 
цел п, г 

начало
п <— т  h * — (b —  a ) /n  1п <— О
£з <— 3-£ finished< г-лож ь 
пока ке finished выполнять

hhaif 0.5 • /1 t * - a + h haif S <r-f(t)
для г от 1 до n — 1 шаг 1 выполнять

5 * - S + f { t  + i-h)
конец-цикл
hn ^ S - h  
In * 12n

конец-цикл 
Medium<— / 2п 
возвратиться 

конец
{---------------------------
алг вещ /  (вещ и) 

знач и 
начало 

/  «- ехр(—и2) 
возвратиться 

конец

{ суммирования ординат } 
finished<- (| 12п -  1п\ ^  ез-|^2п|) 
h hhaif п <г- п +  п

{ ПО £ }

{ алг Medium }
-------------------}

{'
{ алг /(и) } 

---------------}



Результат выполнения Фортран 90-программы следую­
щий: erf(l) = 0.8427008. Д

В дополнение к примеру 11 приведём текст алг вещ  PA­
RABOLA. Его эффективность усилена (почти вдвое) за счёт 
уменьшения числа обращений к подынтегральной функции 
(для равноотстоящих точек деления или, другими слова­
ми, узлов, такой экономии можно добиться использовани­
ем интегральных сумм или ординат, накопленных при пре­
дыдущих разбиениях промежутка интегрирования).
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

алг вещ  PARABOLA (вещ а, Ь,е, цел т ,
алг вещ /  (вещ  х ))

знач а, Ь, е, т
вещ  /г, Ini hn, £-15) ^21 5сь S2, S4 

лог finished 
цел n, i 

начало
n <— m h <— (6 — a)/(2-n) In <— 0
ei5 <— 15-e finished<— лоэ+съ /г2 <— 2 -h
So f{a) + S2 f{a + /г2)

для г от 2 до гг — 1 шаг 1 выполнять 
S 2 S2 +  /(я  + i ■ /г2) 

конец-цикл
пока не finished выполнять  

t <— a -f h S4 *— f(t)  
дл я  г от 1 до  гг — 1 шаг 1 выполнять 

S4 <— 1S4 -f- f ( t  + i ■ /г2) 
конец-цикл
hn i— h • (So +  2 • [S2 +  2 ■ S^)) 
finished<— (|/2т1 — / п| ^  £\5 -\hn\)
In <- hn'' h2 <— h n <- n + n
h <— 0.5 ■ h 52 <— 5 2 +  5>4 

конец-цикл

{ по г; 5"2 }

{ по г; 54 }

{ по е }
Parabola^- / 2п/3



возвратиться
конец { алг Parabola }
{ }

2.2.5 Ф ормулы  Гаусса —  Л еж андра

Рассмотренные выше формулы численного интегриро­
вания относятся к группе формул Ньютона — Котеса. 
Они основаны на полиномиальной аппроксимации подын­
тегральной функции и отличаются друг от друга степенью 
аппроксимирующего полинома. Степень полинома опреде­
ляет количество узлов, в которых надо знать значения 
функции f (x).  При этом расстояния между узлами посто­
янны и равны величине шага интегрирования. Повышая 
степень аппроксимирующего полинома, с одной стороны, и 
увеличивая число разбиений промежутка интегрирования, 
с другой, можно добиться улучшения точности результа­
та интегрирования. Но при этом резко возрастает объём 
вычислительной работы.

Желая достигнуть высокой точности вычислений с воз­
можно малым числом п, где п — число узлов интегриро­
вания, Гаусс получил формулы, дающие точный результат 
в случае, когда подынтегральная функция является про­
извольным полиномом степени не выше 2п — 1. В них ис­
пользуются неравноотстоящие узлы — корни полиномов 
Лежандра га-й степени. Для п = 2 ,3 ,.. . ,  16 узлы и соот­
ветствующие им коэффициенты затабулированы (см., на-

Для интеграла (12) формула Гаусса — Лежандра имеет 
вид

пример, [3], [7] и [13]).

При п =  4 узлы 1 (г = 1,2, 3,4) и коэффициенты (веса)



С-4) формулы таковы:

4 4) =  - 4 4) =  0.3399810435 84856 265, 

4 4) =  - 4 4) =  0.8611363115 94052 575, 

С'|4) -  С{24) = 0.65214 51548 62546 143, 

Ci4) = С[4] =  0.34785 48451 37453 858.

А это формулы для оценки погрешностей:

|-^последующий Тцредащукцщ^  | 255с£ 17последующий | ,

| ̂ последующий 7Пр едыду гощий |^255е.

(60)

(61)

И, наконец, приведём текст алгоритма GAUSS_4 (форму­
лы (59)—(61)):
{ ------------------------------------------------------------------------------------------ }

алг длиндвточн Gauss_4 (длиндвточн а, Ь, е,
алг длиндвточн /  (длиндвточн ж))

знач а, Ь, е
Д Л И Н Д В Т О Ч Н  £255; h ) 7 n , I ^ n i  6 l , ^1 > k 2:  k 2 t 3 ) -̂2<4
цел гг, г лог finished 

начало
£255 <— 255£ /г <— 0.25(6 — а)
/п <— 0 п <— 4 finished +— лож ь
пока не finished выполнять

Тгп 0
для г от 1 до  п шаг 1 выполнять

Ъ\ <— а + i-h ai <— bi — h
k\ <— 0.5(6y ay) k2 <— 0.5(6j — ay)
k2t3 «- 0.3399810435 84856 265&2 
k2ti <— 0.8611363115 94052 575 2̂
hn <— /271 + ^2 •

( 0 .34785 48451 37453858 (/(A* -  &2<4) + /(A* + fc2t4)) + 

0.6521451548 62546143( / ( * 1  -  Jfe2t3) + / ( * 1  +  *2*3)))



конец-цикл
finished <— (|I2n -  /„ | ^  £25 5 -\hn\) 
n <- n + n Л <— 0.5/г, /„ <- / 2n

конец-цикл  
Gauss_4<— I2n 
возвратиться  

конец |  алг Gauss_4 }
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

О бсуж ден и е. С помощью любой формулы численного
интегрирования при достаточно малом шаге h можно полу­
чить результат с произвольной наперёд заданной точнос­
тью е [Н]. Так как при численном интегрировании мно­
го ресурсов уходит на подсчёт значений подынтегральной 
функции /(ж), то сначала следует изучить её поведение на 
промежутке интегрирования. С целью сокращения коли­
чества операций можно попытаться преобразовать выра­
жение для f(x).

Пример 12. Длину эллипса £ можно найти по формуле 
 ̂= Jo V a 2 sin* x + b2 cos2 x dx, где а и b — полуоси эллип­

са; уменьшим число операций вчетверо, для чего, учиты­
вая симметричность геометрической фигуры относительно 
обеих осей координат, будем вычислять длину по формуле 
 ̂= 4 fa^2Va2 sin2 x + b2 cos2 x dx; затем введём в рассмотре­

ние квадрат эксцентриситета е2 = 1 -  (Ъ/а)2 и, используя 
тригонометрическую единицу в форме sin2 х = 1 -  cos2 ж,
получим формулу £ = Аа sJl — (ecosxY dx и, таким обра­
зом, сэкономим примерно ещё одну треть операций. Д

Затем следует найти точки, в которых f ' (x)  обращает­
ся в бесконечность. Наличие их сильно увеличивает вре­
мя вычислений. Можно попытаться подыскать такую за­
мену переменной интегрирования, которая устранила бы 
особенность в первой производной. Обращение в бесконеч­
ность производных более высоких порядков также ухудша­
ет временной параметр, но не в такой степени, как в случае

{ по г } 

{ по е }



первой производной.
Если функция f (x)  имеет непрерывные производные до­

статочно высокого порядка, то при одинаковом количестве 
узлов формулы численного интегрирования в порядке воз­
растания точности можно расположить так:

1) формулы левых и правых прямоугольников,
2) формула трапеций,
3) формула средних прямоугольников (формула средних 

точек),
4) формула парабол,
5) формулы Гаусса — Лежандра.
Перечисленные соображения следует рассматривать как 

ориентировочные рекомендации [11].

Упраж нение  4. 1. Напишите условие окончания разбие­
ний отрезка интегрирования для шагов h и ph (р=3,4, . . . ) .

2*. Выведите квадратурную формулу с двумя узлами, по 
которой точно интегрируются полиномы до третьей степе­
ни включительно.

3. При заданном числе разбиений п промежутка инте­
грирования (п — 2к, к = 1,2, . . . ,  7) найдите длину I =

7г/2
1 [■ (а, Ь> 0)х̂ _ У2 

а2 Ь2
= 4а — cos х )2 dx эллипса |(а:,?/)

и соответствующую относительную ошибку. Для каждого 
п определите время вычисления интеграла. Как оттести­
ровать результат интегрирования?

4. С заданной точностью е, меняя начальное число раз­
биений п (п =  2к, к = 1,2, . . . ,  7), вычислите длину эл­
липса. При каком п за наименьшее время был подсчитан 
интеграл?

5. Возьмите из задачи 4 “оптимальное” п и, меняя точ­
ность е (е = 10-9; q = 1,2, . . . ,  15), снова найдите длину 
эллипса. Для каждого значения е подсчитайте время вы­
полнения выбранного алгоритма интегрирования.

6. При заданных точности е и начальном числе разби­
ений п по выбранной квадратурной формуле подсчитайте



значение интеграла (используйте ординаты, вычисленные 
на предыдущих этапах разбиения промежутка интегриро­
вания):

1 dx
!) /  1 , ,0 1 + х

3 г] т*
2 ) / ^ ;1 1 + хл

3)1
I dx
о 1 + х4'

х
* ) /  2л_,о х2 -J- 1

5.2
5) /  In х dx;

dx:

1 .6 /7'Т>
6 )

o .i - \А
7г / 2

7) /  cosxdx;
0
2.2 /Ут

8) / - ;1 X

9) /  xpdx;
1

10) /  exdx;
i

11) /  2хdx] 
з
1

12) f  tg x  dx; 
o.i
2

13) fc tg xd x ;

14) /
<ix

d.3 cos2 x ’

1 5 )/
2 c?x
*/ • 2 5i sm x

18) ' / * £ £ * ;
0 1 +  X
1

19) ;
0 л/ i  - f  X2

20)0 £ + 1
1 7Г

21) f  cos —x2dx; 
о 2

22) /  i / l  + x Jx;
о

23) Ф(3) = Д / е - * а/Ч х;
V О

24) Ф(3\/2)=ег13=-у= /  еГ^ dx;
уТГ о

IT */2
25) Т = 4 J -  / Jx

5 о л/ l  — 0.1 sin2 х ’
26) 7г = (—6 /  х2 sin бх dx)1/2;

о
071 _ е 2Т е + cos х27) тг = -  J — —-------- —т ах;2 о 1 + 2е cos х + е2

28) Ту = /  \Jb2 (а2 — 62) sin2 х dx;
о v
2тг

29) L = а /  л/1 + Л2 — 2А cos х сТг;
о

£ /̂2
30) J —ab- ]\[Гё  sin2 х +62 cos2 х sin 2х с?х;

2 о

31) — /(231х6 — 315х4 + 105х2 — 5) dx;
16 о

32) Р6(х) = -  / ---------=&L,---------;
7Г о (х -(- \ J x 2 —  1 COS (/?)7



2 1 7Г
16) f c h x d x ; 33) Jp(x) — — f  cos (pip — x sin ip) dip.

1 7Г о
2

17) / s h z  d:r;
l

7. Пользуясь следующей таблицей значений функ-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
1.000 1.063 1.266 1.647 2.280 3.290 4.881 7.378 11.30

ь
ции /(ж), вычислите интеграл J f(x )d x  по формуле пара-

а
бол.

8. Пользуясь графиком скорости v (км/ч) автомобиля,

определите пройденный им путь за время от 0 ч до 2 ч.

1 1
9. Вычислите интеграл /„ = -  /  dx (п € N) по ре-

е о
куррентным формулам (неустойчивый и устойчивый алго­
ритмы [4]):
I n  = 1 -  п / „ _ 1 , /о =  1 -  1/е = 0.632120 558 828 557 678

(п =  1 , 2 , ,  15);
I n—i  =  1/п • (1 -  / я), /is = 0.059017 540 879297 775

(п = 15 ,14 ,..., 1).



Г л а в а  III. Решение систем линейных ал­
гебраических уравнений

1. Элементарная алгебра матриц

В школьных курсах математики, физики и химии встре­
чаются задачи, сводящиеся к решению систем линейных 
алгебраических уравнений (короче, СЛАУ). Эти системы 
состоят обычно из двух или трёх уравнений соответственно 
с двумя и тремя неизвестными. Практические задачи, ре­
шаемые в математике, физике, механике, геофизике, астро­
номии, метеорологии, экономике ит.д., нередко приводят к 
системам из сотен и даже тысяч уравнений с соответствую­
щим числом неизвестных. Более того, Валях Е. утвержда­
ет [4], что 75% всех расчётных задач приходится на решение 
СЛАУ. Это не удивительно, так как математические моде­
ли тех или иных процессов либо сразу строятся как ли­
нейные алгебраические, либо сводятся к таковым посред­
ством дискретизации и (или) линеаризации. Но прежде чем 
излагать компьютерные методы решения СЛАУ, приведём 
некоторые сведения из линейной алгебры.

1.1 М атрицы и векторы

Прямоугольной матрицей размера т х п называется со­
вокупность элементов любой природы (например, чисел 
(действительных или комплексных), переменных, полино- 
мов, функций, векторов, матриц и т. д.), расположенных 
в виде таблицы, состоящей из т строк и п столбцов. Мат­
рицы обозначаются прописными буквами А, Л, С, . . .  , а 
их элементы — соответствующими строчными буквами с 
двойными индексами (нумерация строк производится свер­
ху вниз, а столбцов — слева направо). Например, исходя



из определения некоторую матрицу А представим в виде

А
/  «11 «12 • ■ • «1п )

«21 «22 «2 п

\«ml г̂а2 • • • О-тп/

гея запись этой матрицы в строку в ви-
. . , т ; 3 =  1,2,. , . ,п), ИЛИ А=(й;;) „ , V 'Птхп1

или ещё короче: АтХп. Здесь первый индекс г элемента 
есть номер строки, а второй j  — номер столбца. На их пе­
ресечении находится этот элемент. Вместо круглых скобок 
в обозначении матрицы можно использовать квадратные 
скобки и даже двойные вертикальные черты.

Матрица, состоящая из одной строки (при этом т = 1), 
называется матрицей-строкой (например, А = (ап а12 .. .

( п  = 1 ) ,
/  “ 11 'ч \/  “ 21

•
^  “ ml ' ’

именуется матрицей-столбцом (^например, А

Если матрица размера 1 х п есть матрица-строка, матрица 
размера m x l  — матрица-столбец, то число (скаляр) мож­
но рассматривать как матрицу размера 1 х 1. В дальней­
шем матрицу-строку или матрицу-столбец будем называть
кратко вектором I например, некоторый вектор-столбец х

обозначим так: х ; при этом элементы x i,  ж2,

хт есть координаты вектора х
Если число строк матрицы А равно числу столбцов 

( т  = п), то матрица А = (а^)пХп = (а#)п =  АпХп =  Ап 
называется квадратной матрицей порядка п:

А =
/а  и

«21

«12
«22

«1п̂  
^ 2  п

\&п1 Qn2 ■■■ « п п /



Такая матрица имеет две диагонали, причём главной 
является диагональ, проходящая через верхний левый и 
нижний правый углы. Принадлежащие ей элементы ац (г = 
= 1,2, . . . ,п )  называются главными диагональными или 
просто диагональными элементами. Вторая диагональ 
именуется побочной, а элементы а , 1 (г =  1, 2 ,... ,п) — 
побочными диагональными элементами.

Квадратная матрица, в которой элементы, не лежащие 
на главной диагонали, суть нули, называется диагональной 
матрицей (atJ- = 0 для всех i ф j; г, j  = 1 ,2 ,.. . ,  тт.).

Среди диагональных матриц особую роль играет матри­
ца Е  вида

Еп

/1 о о . . .  0\
О 1 о . . .  о
О 0 1 . . .  о .

\0 О О .. .  1/

Речь идёт об единичной матрице порядка п. В матричном 
исчислении она играет роль единицы.

Матрица, состоящая из нулей, именуется нулевой. Она 
обозначается буквой О — OmXn.

Квадратная матрица А , ненулевые элементы которой со­
ставляют “ленту”, параллельную диагонали, называется 
ленточной. Частный её случай — трёхдиагоналъная мат­
рица вида

/  а п 0 12 0  . . .
0  ^

« 2 1 а 22 й 2 3  • • • 0

0 « 3 2 « 3 3  • ■ • 0 ( 1 )

V  0 0 0  . . . & п п /

В ней отличны от нуля только элементы диагонали и двух 
соседних линий (а,у = 0, если \ i - j \  > 1; i , j  = 1,2, . . . ,n ) .



Квадратную матрицу
/ а п « 1 2  • • • ^ 1 п \

Л =
0 « 2 2  • • • Q'2n

U 0  . • ■ « 7 1 7 1 )

называют верхней треугольной матрицей порядка п. В 
ней элементы ар- = 0 для всех i > j  (г, j  — 1 ,2 ,.. . ,  п).

Квадратная матрица А называется симметрической, 
если для всех г ф j  выполняется равенство ар = ар 
(г, j  = 1 ,2 ,. . . ,  п), и кососимметрической, если ар = —ар.

И, наконец, переставляя в матрице Л — (ap)mXn стро­
ки со столбцами, получим так называемую транспони­
рованную матрицу АТ — [ajA . При этом af, = ар 
(г =  l , 2 , . . . , n ;  j =  l , 2 , . . . , m ) .

1.2 Основные действия над матрицами

Рассмотрим теперь, как определяются действия над мат­
рицами.

Равенство матриц. Две матрицы А =  (ар) и 5  =  (Ьр) 
считаются равными, А = В, если они имеют одинако­
вые размеры и равные соответствующие элементы, т. е. 
ар Ьр- (г — 1 ,2 ,.. . ,  77i, j  = 1 ,2 ,..., п).

Сложение матриц. Суммой (разностью) двух мат­
риц одного и того же размера А ±  В  =  (ар) ±  (Ьр) 
(г = 1 ,2 ,. . . ,  m; j  = 1, 2 , . . . ,  п) называется матрица (7 =  (ср) 
того же размера, элементы которой ср равны суммам (раз­
ностям) соответствующих элементов ар и 6р матриц Л и 
В, т. е. ср =  ар ±  6р (г = 1 ,2 ,..., m; j  =  1 ,2 ,.. . ,  п).

Операция сложения матриц обладает следующими свой­
ствами:

1) А А [В А С) — (А А В) А С] 3) Л + 0  = Л;
2) А + £=*£ + А; 4) {А + В )Т = АТ + В Т.
Умножение матрицы на число (или умножение числа

на матрицу). Произведением матрицы Л = (ар) на число 
а называется матрица Аа. = а А = (aap).



Это произведение подчиняется таким законам:
1) 1 А = А; 4) (а + J3)A =  аА  + /ЗА;
2) О А  = О; 5) а(А  + В) — аА  +  аВ.
3) а (0А) = (afi)A;
Умножение (сцепленных) матриц. Матрицы А = (ад,) 

размера т х п  и В  = (fejy) размера пх / называются сцеплен­
ными, если число столбцов первой матрицы равно числу 
строк второй. Такие матрицы можно перемножать. Произ­
ведением С = АВ  является матрица размера т х /, эле­
менты которой (c,j) вычисляются по правилу

П
C { j  — C L i \ b \ J  Т dj '2^2 j  4" ‘ ' ' Т C L i n b n j  — 'У ) Q’ i k b k j i

к = 1

(* = 1 ,2 ,.. . ,  m; j  = 1 ,2 ,...,/) ,
т. е. элемент, стоящий в г-й строке и j-u  столбце матри­
цы произведения, получается в виде скалярного произве­
дения г-й вектор-строки матрицы А на j -й вектор-столбец 
матрицы В. В частности, можно перемножать квадратные 
матрицы лишь одинакового порядка.

ПРИМЕР 1. Найдём следующее произведение:

6 12 
= 15 30 

\24 48

Теперь умножим матрицу на вектор-столбец:

(1 2 3^ 1—1

4 5 6 1 =
V § 9) W



Здесь АВ  — (aik)3x3 • (bkj)3х1 — С — (c,j)3xl. 
И, наконец:

(l 2 З) |̂ 1 j  = (1 -1 + 2  -1 + 3 - 1) = 6 .

А здесь АВ  =  {aik)lx3 ■ (bjy)3xl = С = (ctJ)lx r  А

Матричное произведение обладает следующими свой­
ствами (А, В  та С — матрицы; а — число):

1) А{ВС) = {АВ)С] 4) {А + В)С = АС + ВС]
2) а(АВ) = (аА)В = А(аВ); 5) А(В А С) — АВ  +  АС]
3) а(А + В) = аА + аВ] 6) (АВ)Т = В ТАТ.

При этом, если а = — 1, то матрица — А = ( — 1)А называет­
ся противоположной матрице А. Равенства 1)-6) понима­
ются в том смысле, что если одна из их частей существует, 
то другая часть также существует и они равны между со­
бой.

Произведение двух произвольных матриц не всегда опре­
делено.

Пример 2. Если А = ( \ Ц ), В  =  ( 1 2 3 ) ,  то А В  = 
= ( is зо 45 )» а ВА  не существует. Д
Матрицы А В  и В А имеют смысл одновременно в случае 
равенства числа строк А и столбцов В , а также — числа 
строк В  и столбцов А. При выполнении этих условий ма­
трицы АВ  и В А будут квадратными. Но даже для ква­
дратных матриц Аж В  матрица АВ  не всегда равна матри­
це В А.

Пример 3. Если А = ( \ \ ) , В  = ( Ц ) , то АВ  = (? ^ ), а
в а  = с7 \°0). а

Поэтому прикято различать произведение АВ  матрицы А 
на матрицу В справа и произведение В А матрицы А на 
В слева. Только в некоторых частных случаях операция 
умножения матриц перестановочна (коммутативна). Тогда,



если АВ = В А, матрицы А и В  называются перестано­
вочными (к примеру, таковыми являются две диагональ­
ные матрицы; в частности, единичная матрица Е  переста­
новочна с любой квадратной матрицей А того же поряд­
ка: АЕ = ЕА  =- А).

Действия над матрицами-строками и матрицами-столб­
цами (т. е. векторами) аналогичны соответствующим дей­
ствиям над квадратными матрицами (одинаковых поряд­
ков).

Упраж нение  1. 1. Приведите лаконичное определение 
(в виде варианта) единичной матрицы Еп = (е,Д (г,j  = 
= 1 ,2 ,... ,п).

2. Сформулируйте определение нижней треугольной 
матрицы.

3. Для одномерной матрицы укажите транспонирован­
ную матрицу.

4. Исходя из определения транспонированной матрицы 
и понятия равенства матриц, дайте определение симметри­
ческой матрицы.

5. Что можно сказать о виде матрицы В , если:
1) В = ( а т) Т; 2) В = ААТ] 3) В = АтА.
6. Сформулируйте правило перемножения одномерных 

матриц.
7. Верно ли, что для любой матрицы А размера тп х п 

справедливо равенство АЕп — ЕтА =  А?
(  -  \ (  2 2 28. Найдите произведение матриц ( g 2 -з 4 )' ( Тб 8 24

V 8 0 16

Можно ли утверждать, что В — 0, если АВ = 0 и А ^0 7
9. Можно ли считать, что В = С , если АВ — АС  и Ду^О?
10. Дайте определение
1) произведения нескольких матриц;
2) п-й степени матрицы.
11. Приведите примеры перестановочных матриц.



1.3 О п р ед ел и тел и

Любой квадратной матрице А =  (a,-j) порядка п с дей­
ствительными или комплексными элементами можно одно­
значно сопоставить действительное или комплексное чис­
ло D, которое называется определителем (детерминан­
том) матрицы Л, так что

/  «11 «12 ■ «11 «12 • &1п

D — det «21 «22 • «2п = «21 «22 ■ • 2̂ п

V̂ 7ll Q"n2 • • «7171У dnl Q”n2 • «тгтг

Это число обозначается также det А, А или |а^|. Оно под­
считывается по определённым правилам, к рассмотрению 
которых мы и переходим.

Порядок определителя соответствует порядку матрицы 
А, определителем которой он является. Просто вычисля­
ются определители до третьего порядка включительно. 
Так, если порядок матрицы равен единице (матрица А со­
стоит из одного элемента ац), то определителем первого 
порядка, соответствующим такой матрице, является число, 
равное этому элементу: det А =  ац.

Возьмём теперь матрицу второго порядка А =  ( Л” ). 
Определителем второго порядка, соответствующим матри­
це А, называется следующее число:

det А = «п
«21

« 1 2

«22 —  « 11«22 —  « 12« 21; ( 3 )

т. е. определитель второго порядка (3) равен произведению 
главных диагональных элементов минус произведение по­
бочных диагональных элементов.

ПРИМЕР 4. Вычислите определитель матрицы А =  ( 3 4 ). 
Решение. det А = 13  4  | =  1- 4 — 2-3  = —2. Д



Определителем третьего порядка называется такое чи­
сло

«и «12 а13
det А — «21 022 «23

«31 О 32 «33
— «11«22«33 "f 0'120‘23а31 +  «13«21«32 —

— «13022031 — «И«23«32 — «12021033. (4)

Для его подсчёта укажем следующее мнемоническое пра­
вило, носящее имя Саррюса1: чтобы получить (4), к обозна­
чению определителя припишите справа два первых столб­
ца, не меняя их порядка, и составьте сумму произведения 
элементов главной диагонали и произведений элементов, 
параллельных ей, из которой затем вычтите сумму про­
изведения элементов побочной диагонали и произведений 
элементов, параллельных побочной диагонали, т. е.

ПРИМЕР 5. Вычислите определитель матрицы А

Решение.
12 3 4 5 6 7 8 9

1 24 5 =  7 8
= 1- 5- 9 + 2- 6- 7 + 3- 4- 8 — 3 - 5 - 7 —1- 6- 8  — 2 - 4 - 9  =  0.
Отметим, что данная матрица А является особенной2. Д

Теперь рассмотрим определитель n-го порядка. Для вы­
числения такого определителя введём понятия минора3 и

Д ругое мнемоническое правило сформулировано в Приложении.
2Если определитель матрицы А  равен нулю, то она называется 

о с о б е н н о й  ( в ы р о ж д е н н о й , с и н г у л я р н о й ) .  В противном случае (|Л| ф  0) 
матрица А  — н е о с о б е н н а я  ( н е в ы р о ж д е н н а я ) .

3Лат. m i n o r  — меньший.



алгебраического дополнения. Если D  =  |a,j| — опреде­
литель порядка п. то минором М ,: элемента аг] называ­
ется определитель порядка п — 1, получающийся из D 
вычёркиванием г-й строки и j-го столбца. Под алгебраи­
ческим дополнением A ,j элемента аг] понимают минор М г], 
домноженный на ( —1)'+J. Таким образом, если сумма i + j  
номеров строки и столбца, на пересечении которых стоит 
элемент, чётная, то алгебраическое дополнение имеет тот 
же знак, что и минор; если же сумма i+ j  нечётная, то знак 
минора изменится на противоположный.

12 3 4 5 6 7 8 9минорами элементов <231, а32 и а33 являются определите-
ПРИМЕР 6. В определителе третьего порядка D —

ли второго порядка соответственно М31 = | \ g | =  —3, 
М32 =  14 6 I = —6 и М33 = 14 11 = —3, а алгебраически­
ми дополнениями — A3X = (—l)3+1M3i = М31 =  — 3, А32 = 
— ( —l)3+2Af32 =  —М 32 = 6 и Л33 = (—1)3+3М33 = М 3 3  = —3.
А

Перечислим теперь свойства определителей. Они будут 
полезны при вычислении определителей больших поряд­
ков.

1) Определитель не меняется при транспонировании: 
det А =  det А т. Это свойство означает, что строки и столб­
цы определителя равноправны, поэтому все свойства, кото­
рые будут сформулированы ниже для строк, верны и для 
столбцов.

2) При перестановке двух  строк (столбцов) модуль опре­
делителя остаётся прежним, а знак меняется на обратный. 
Итак, произвольная перестановка строк (столбцов) опреде­
лителя может поменять только его знак.

3) Если некоторую строку (столбец) определителя 
умножить на-1 число А /  0, то сам определитель умножится 
на это число. Следовательно, общий множитель всех эле­
ментов некоторой строки (столбца) определителя можно 
вынести за его знак.



4) Определитель не изменится, если одну из строк 
(столбцов) сложить с другой строкой (столбцом), умно­
женной на число X ф 0.

ПРИМЕР 7. Умножим на 2 первую строку определителя 
| з 4 | =  —2 и прибавим результат к второй строке, полу­
чим | g 1 1 =  —2. Д

5) Если каждый элемент какой-либо строки (столбца) 
есть сумма двух  слагаемых, то определитель равен сумме 
двух  определителей: в одном вместо каждой суммы сто­
ит только первое слагаемое, в другом  — только второе; 
остальные элементы в обоих определителях те же, что в 
исходном, т. е. в случае строки имеем

« 1 1

« 2 1  =  ^ 2 1  

« 3 1

+  С21 « 2 2

« 1 2

=  & 2 2  +  « 2 2  

« 3 2

0-2п

« I n

=  ^2 п +  « 2 п 

& 3п —

^ n l « п 2 &ПП

d n « 1 2  • • ^ 1  п « и « 1 2  • • • ^ 1 тг

^ 2 1 & 2 2  • Ь2п « 2 1 « 2 2 ^ 2  71

— «31 « 3 2  • • &3 п + «31 « 3 2  • • • ^ 3 ti

d n l &п2  • * 7̂171 « п 1 «тг 2  • ■ ■ 7̂171

Другими словами, при сложении двух определителей, раз­
личающихся только одной строкой (столбцом), соответ­
ствующие элементы этой строки (столбца) складываются.

Пример 8. \ \ \ 1 -1 3 1 + 13 3 3 1 +  3 +  3 — 9 =  —2. А

6) Определитель равен нулю, во-первых, если одна из 
строк (один из столбцов) состоит из нулей или, во-вторых, 
если он содержит две пропорциональные строки (два про­
порциональных столбца), в частности, если он имеет две 
одинаковые строки (два одинаковых столбца).



ПРИМЕР 9. Подсчитаем значение D =

Решение. Имеем D =
+2- 3 - 7  + 3 - 1 - 8 - 3 - 2 -  
•7+ 3 - 3 - 8 - 3 - 3 - 7 - 1

12 3 4 5 6
12 3 4 5 6 12 3 12 3

7 8 
+

912 3 3 3 37 8 9
7 - 1 3 •

7 8 9
В - 2 • 1 ■

7 8 9
9 + 1

3-8 -  2 3-9 =  0 +  0

= 1 - 2 - 9 +  
•3- 9 + 2-3-
= 0. д

Теперь сформулируем теорему, которая облегчит вычи­
сление определителей.

ТЕОРЕМА 1. (Теорема разлож ения.) Определитель 
D = \ciij\ п-го порядка равен сумме произведений элемен­
тов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические до­
полнения:

Оц Й12 • • 1̂п
det А = «21 <222 • 2̂ п

^nl п̂2 • ■ dnn
— & цАц  +  аг'2̂ г'2 +  • • • +  a.inА{п (г — 1 , 2 , . . . ,  п) (5)

или

det А  =  a\jA\j  +  a2jA^j +  . . .  +  anjAnj ( j  =  1 ,2 ,.. . ,  n).
(6)

Формула (5) называется разложением определителя (2) 
по элементам i-й строки, а формула (6) — разложением 
определителя по элементам j -го столбца.

При разложении определителя второго порядка по эле­
ментам любой строки (столбца) получится приведённая 
выше формула (3), а для третьего порядка — формула (4).

Определитель высокого порядка можно вычислить, ис­
ходя из определения, однако это крайне нерационально. 
Подсчёты существенно упростятся, если придерживать­
ся правила “постепенного понижения порядка”. В основе 
его лежит теорема 1: определитель n-го порядка предста­
вляется в виде суммы определителей (п — 1)-го порядка 
(“раскладывается по элементам г-й строки (или j -го столб­
ца)”; желательно, чтобы в этой строке (столбце) было как



можно больше нулей (используя свойства определителей,
этого можно просто добиться)) ; затем к каждому опреде­
лителю (п — 1)-го порядка вновь применяют теорему раз­
ложения и действуют подобным образом до тех пор, пока 
не получат определители третьего (или даже второго) по­
рядка.

ПРИМЕР 10. Вычислим определитель D = 1 2  3 
4 5 6 
7 8 9

Решение. Разложим его по элементам третьей строки.
Создадим на месте элемента азз = 9 нуль. Для этого к
третьей строке добавим элементы первой строки, предва-

1 2  3рительно домноженные на —3. Получим D = 4 5 6 . При­
менив к последнему определителю теорему 1 , найдём, что
D = 4 • ( - 1 ) 3+1 • 1111 + 2- (-1 )3+2 * | 4 i | + 0 = 4 - (12 — 15) — 
- 2 - (6  —12) = -12  + 12 = 0. Д

В общем случае вычисление определителя (без приме­
нения специальных приёмов) является крайне трудоёмкой 
операцией. Действительно, определитель n-го порядка 
представляет собой алгебраическую сумму п\ слагаемых, 
каждое из которых есть произведение п элементов; значит, 
для подсчёта определителя потребуется [п — 1 )га! умноже­
ний и п\ — 1 сложений, а всего

N  = п • п\ — 1 (7)
операций.

Упраж нение  2. 1. Вычислите следующие определители:

1)
1 2 3 
3 6  9 
7 8 9 2)

2 4 6  
4 5 6 
7 8  9 3)

2 5 - 2
3 8 О 
1 3 5 4)

4 - 3  2 
6 11 1 
О 3 0 5)

2 5 30 6 2 ; 
7 3 - 1

1 2  3  4 16 3 2 13 6  3 0 3 - 1 - 2  4 1
5 6  7 8

; 7 )
5 10 11 8

; 8 )
4 4 2 1

; 9 )
2 3 0 6

9 10 11 12 9 6  7 12 0 4 4 2 2 - 2 1 4
13 14 15 16 4 15 14 1 7 7 8 5 3 1 - 2 - 1

2. Найдите площадь треугольника с вершинами P\(xi, т/Д,
х 1 У 1 1

(площадь б неотри-Р 2{ х 2 , у 2) И Р з(% 3 , Уз)' ‘5 = 2  
цательна, если обход вершин в порядке нумерации проис-

Х 2  У 2  1 
ХЗ УЗ 1



ходит против часовой стрелки). Проверьте (с точностью 
е =  10"3), лежат ли точки Р ^х^уг), Р2(х2,у2) и Р3(х3,у3) 
на одной прямой?

3. Найдите координаты (жо,2/о) точки пересечения пря­
мых, заданных уравнениями агх + Ьгу +  ci = О, а2х -f- Ь2у+

Ь: Cl
Ъ 2  С2 /

ai Ь\ 
CL2-\-с2 — 0: Xq 

дит ли прямая а3х +  Ъ3у + с3
ai bi ci
a2 2̂ С2 = 0?  (б = 10 ).
аз Ьз Сз

У о С1  а х 
С2 а2

а1Q2 62 Прохо- 
0 через ту же точку, т. е.

4. Проверьте (с точностью е — 10 3), лежит ли точка 
Р {х,у ) на окружности, проходящей через точки Р1(х1,у1),

Р2(х2,у2) и Р3(х3,у3):
х 2+ у 2 X у  1 
х \ + у 2 XI у] 1 

х1+у\ х2 У2 1 
Х1+Уз хз УЗ 1

= о?

5. Напишите уравнение плоскости, проходящей через 
точки Рг(х1 , y i,zx), P2(x2,y2,z2) и Р3(х3,у3, z3):

X — 2Ц 
Х 2 -  Х \  

Х 3 -  X I

У - у  1 
2/2 -  2/1 
Уз ~  2/1

z — z i 
2 2  -  21 

23 -  21
= 0.

б. Вычислите объём треугольной пирамиды с верши­
нами P (x ,y ,z ), P i(xi,yu zi), P2(x2,y2,z2) и P3(x3,y3,z3):

' X у z  1

Xl Vl Zl 1 Когда четыре точки P, Px, P2 и P3 при-V = I 
K 6 ^2 У2 22 1 

2;з УЗ 23 1

надлежит одной плоскости? (e = 10_3).

7. Проходят ли четыре плоскости а,-ж + 6,-у + c;z + с?,
ai 6i ci cfi

(г = 1,2, 3,4) через одну точку, т. е.

0

ю -3).

а2 2̂ с2 2̂ аз Ьз сз d$
СЦ 6 4  С4

0? (е =

8. Оцените Значение N  (см. формулу (7)) в зависимости
от порядка п определителя (п = 3, 10, 20, . . .  , 100). Под­
считайте время вычисления таких определителей на ком­
пьютере со средним быстродействием ЮX 8 * 10 операций/сек.



2. П рямые методы 

Постановка задачи

Перейдём к решению систем линейных алгебраических 
уравнений. Напомним, что линейным уравнением с неиз­
вестными ад, х2, . . .  , хп называется уравнение вида

а,\Х\ +  а2ж2 +  • • • +  апхп — 6,

где числа а1} а2, , ап — коэффициенты уравнения, a
b ■— его правая часть. В общей форме система п линейных 
алгебраических уравнений с п неизвестными записывается 
так:

au x i + а 12Т2 + • • • + а,\пхп — bi, 
а2\х1 + а22х2 + • ■ • + Oj2nxn = Ъ2,

аП1Х1 Ч &п2Х2 + • • • + @"ППХП - 7̂!)
п ^

или, короче, J2 aijxj — h  (г =  1, 2, . . . ,  п). *
3= 1 \

Уравнения системы считаются пронумерованными: первое, 
второе, . . .  , п-е. Числа ад, ж2, ••• , хп называются неиз­
вестными системы, числа ац, ai2, . . .  , апп — коэффициен­
тами при неизвестных (коэффициент ад находится в г-м 
уравнении при j -u  неизвестном), а числа bi, b2, . . .  , bn — 
свободными членами. Если все Ь,- =  0 (г =  1 , 2 , . . . ,  гг), то 
имеем однородную систему; в противном случае говорят о 
неоднородной системе.

Если ввести в расмотрение матрицу А коэффициентов 
системы, вектор-столбец из неизвестных (искомый век­
тор х) и b — вектор-столбец её свободных членов

/ а  и a i 2 . / ж Л ( Ь Л

А  =
a 2i а 22 • • &2 п

5 Ж —
х 2

, Ъ =
ъ 2

а п 2 . • &пп/ \х п / W )



то систему (8) молено представить в виде векторно-матрич­
ного уравнения Ах =  Ь.

Система (8) называется совместной, если она имеет ре­
шение. Решение системы есть любая совокупность чисел 
Xi, х2, , х„, которая, будучи подставленной в систему
на место неизвестных, обращает все уравнения системы в 
тождества. При отсутствии специальных оговорок область 
допустимых значений неизвестных — множество действи­
тельных чисел. Если система не имеет решений, она несо­
вместна (противоречива). Совместная система называет­
ся определённой, если она имеет единственное решение; в 
противном случае система неопределённая. Совокупность 
всех решений системы называется множеством решений. 
Две системы линейных уравнений эквивалентны, если они 
имеют одинаковые множества решений (например, пустые 
множества).

Методы решения систем линейных уравнений (их боль­
ше тридцати [14]) делятся на две группы — прямые и ите­
ративные. Прямые методы для поиска неизвестных пред­
лагают конечные соотношения (формулы). Они дают ре­
шение^ результате выполнения заранее известного числа 
арифметических операций. Если при этом точно заданы 
коэффициенты и свободные члены системы (это рацио­
нальные числа, в частности, целые данные) и точно вы­
полняются вычисления (например, по правилам действий 
над обыкновенными дробями), то получим точное решение 
системы (8). По этой причине прямые методы нередко на­
зывают точными методами. Но в практике компьютерных 
вычислений они не дают точных решений, ибо значения 
неизвестных содержат неизбежные погрешности. И это по­
нятно: операции при поиске вектора х ведутся на конечной 
разрядной сетке, т. е. с округлениями. Прямыми методами, 
к примеру, являются, правило Крамера и алгоритм Гаусса.

Итеративные методы дают приближённое решение за­
дачи (они позволяют найти неизвестные лишь с заданной 
точностью £ даже в предположении, что операции произво­



дятся без округлений). К итеративным методам относятся, 
например, методы простой итерации, Гаусса — Зейделя, 
Якоби, релаксации, Ричардсона и т. д. [4, 7, 14].

2.1 П равило К рам ера

Рассмотрим правило Крамера — прямой метод, име­
ющий большое теоретическое значение. По этому прави­
лу каждое неизвестное записывается в виде отношения 
определителей4. Применим его к “школьным” системам с 
двумя и тремя неизвестными. Для большей наглядности 
укажем связь решений с геометрическими фактами [6].

2.1.1 Д в а  уравнения с двум я неизвестны ми

Рассмотрим систему уравнений

а1х + Ь1у = с1, (9)
а2х + Ъ2у = с2 (10)

(каждое из уравнений представляет прямую на плоскос­
ти хОу).

Введём обозначения

В  = а 1
а2

к
Ъ2 ’

к
к  ’

D„ а1 Ci
«2 С2

Здесь определитель В х получается из определителя систе­
мы В  заменой элементов первого столбца свободными чле­
нами системы; аналогично формируется В у.

Возможны три случая.
С лучай 1. Определитель системы не равен нулю: Вф  0. 
Система имеет единственное решение

х — Р х

В  ’ У =
А/
В ( 11)

4Определители впервые были введены именно для решения систем 
линейных алгебраических уравнений.



т. е. коэффициенты системы не пропорциональны: — ф 
4 0  2

7  ̂ —; прямые (9) и (10) пересекаются; формулы (11) да-
09

ют координаты точки пересечения прямых).

Случай 2. Определитель системы равен нулю: D = О 
(т. е. коэффициенты при неизвестных пропорциональны). 
Пусть при этом один из определителей Dx или Dy отли­
чен от нуля Гт. е. свободные члены не пропорциональны

коэффициентам при неизвестных: — = ^  ф —V
02 02 02 /

Система не имеет решения (прямые (9) и (10) параллель­
ны, но не совпадают).

Отметим, что равенство D = 0 в вычислениях на ком­
пьютере не всегда получается точным. При условии D ~  0 
прямые могут быть (почти) параллельными, а решение 
системы — весьма чувствительным к небольшому изме­
нению коэффициентов системы. Если малые ошибки в ис­
ходных данных или погрешности вычислений приводят к 
существенным ошибкам в решении, то линейная система 
считается плохо обусловленной. Отметим, что примерное 
равенство D «  0 есть необходимое, но не достаточное усло­
вие плохой обусловленности (например, система с диаго­
нальной матрицей седьмого порядка и коэффициентами 
ац — 0.1 (г =  1,2, . . . ,  7) не является плохо обусловлен­
ной, хотя её определитель (D — 10-7) мал).

Случай 3. D = 0, Dx — 0, Dy = 0 ^т. е. и коэффициен-
01 Ь\ сАты, и свободные члены пропорциональны: — = — = — ].
02 02 с2/

Тогда одно из уравнений (9), (10) является следствием 
другого; система сводится к одному уравнению с двумя не­
известными и имеет бесконечное множество решений, со­



держащихся в формуле у = — где х — какое-ни-
02 02

будь число (прямые (9) и (10) совпадают).

2.1.2 Д ва уравнения с тремя неизвестными
Рассмотрим теперь систему уравнений

агх -f Ьху + ciz = di, (12)
а2х + b2y + c2z =  d2 (13)

(каждое из них представляет плоскость в пространстве). 
Здесь возможны три случая.
Случай 1. Из трёх определителей

ai h h  ci ci аг
а2 Ь2 1 b2 с2 5 с2 а2 (14)

хотя бы один не равен нулю (т. е. коэффициенты при неиз­
вестных не пропорциональны). Система имеет бесконечное 
множество решений, причём одному из неизвестных можно

ф 0, то произ- 
а х и

а\ &i
0-2 2̂дать любое значение (^например, если 

вольное значение можно назначить неизвестному г , 
у найти из системы

CLiX + Ъ\у — d\ — CiZ, 
а2х + b2y = d2 — c2z

(плоскости (12) и (13) не параллельны; система предста-

)>вляет прямую

ПРИМЕР 11. Решим систему х+ 2у  — 3z — 4, 2x +  iy  +  6z =  7.
Решение. Имеем “1 ъ 1

Q2 f>2
-  I 1 2 | _  

12 4 = 0, (>1 ci 
&2 С2

2 - 3  
4 6 = 24,

с 1 а 1 
с2 а2

1 _ -3 1
1 ~ 6 2 = —12. Среди определителей есть не равные 

нулю. Тогда множество решений бесконечно. В силу нера­
венств Ь1 ci 

6 2  С2
/  0 и с 1 01

С2  0 2 Ф 0 произвольным может быть
либо х, либо у. Неизвестному z любого значения назна­
чить нельзя.



Выберем произвольное х. Найдём t/ и г .  Имеем 2у — 3z —

= 4 — ж, Ay + 6z = 7 — 2х. Откуда у =
4 — х  — 3 
7— 2х 6

24
1Ж2"'

2 4 - х  
4 7— 2х

24 12

пендикулярную оси
(система представляет прямую, пер-

Oz). А

Случай 2. Все определители (14) равны нулю, но один 
из определителей

CL\ d\ bi d\ Ci d1
d 2 b% do •) c2 d2

(15)

отличен от нуля (т. е. коэффициенты при неизвестных про­
порциональны, а свободные члены таковыми не являются). 
Система не имеет решения (плоскости (12) и (13) парал­
лельны, но не совпадают).

ПРИМЕР 12. Множество решений системы х + 2у — 3z = 4, 
2x-\-4y — 6z = 7 пустое, так как все определители (14) равны

Днулю, а определитель ai
а.2 d2 1 4 I

2 7 I отличен от нуля.

Случай 3. Все определители (14) и (15) равны нулю 
(т. е. и коэффициенты, и свободные члены пропорциональ­
ны). Система сводится к одному уравнению и имеет бес­
конечное множество решений, причём произвольные зна­
чения можно дать любым двум неизвестным (к примеру,

если ci ф 0, то ими могут быть х и у (плоскости (12) и (13) 

совпадают

ПРИМЕР 13. Множество решений системы х + 2у — 3z — 4, 
2х + Ay — 6z =  8 бесконечное (здесь и коэффициенты, и 
свободные члены пропорциональны). Система сводится к 
одному уравнению (плоскости совпали). Для любой пары 
неизвестных (скажем, у и z) можно выбрать произвольные 
значения (тогда х — 4 — 2у + 3z). А



2.1 .3  Три уравнения с тремя неизвестны ми

Решим теперь следующую систему уравнений:

а\Х + Ъ\у + сгг = c?i, (is)
а2х + Ь2у + c2z = d2, (17)
а3 х + Ьзу + c3z = d3. (18)

Введём обозначения

Dx -

«1 bx C l

D = a 2 b2 c2 ?
a3 со<1 c3

d\ Cl Ol dx Cl аг bx d x

d2 b 2 C2 , Dy = «2 d 2 C2 , Dz = a2 b2 d 2

d 3 b3 Сз «3 d 3 C3 аз CO d 3

(19)

. (20)

Здесь определитель Dx получается из определителя систе­
мы D заменой элементов первого столбца столбцом свобод­
ных членов системы; аналогично образуются Dy и Dz.

Если в определителе D соотвественные элементы двух 
строк, скажем второй и третьей, пропорциональны, то 
уравнения (17) и (18) либо несовместны (система не имеет 
решений; см. п. 2.1.2, случай 2), либо сводятся к одному 
уравнению (п. 2.1.2, случай 3) и тогда будем иметь дело с 
системой двух уравнений (16) и (17), которая в свою оче­
редь может свестись к одному уравнению. Так как все эти 
случаи исследованы в п. 2.1.2, то тогда положим, что в 
определителе D нет ни одной пары строк с пропорцио­
нальными элементами ^среди плоскостей (16), (17), (18)
нет ни одной пары параллельных).

В таком предположении возможны три случая.
С лучай 1. Определитель системы не равен нулю: В ф  0.
Система имеет единственное решение

Dx Dv Dz
D ’

II
b|

.

Z = ~D



(все плоскости пересекаются в одной точке).

Случай 2. Определитель системы равен нулю: D =  О 
и один из определителей (20) не равен нулю. Тогда и два 
других определителя отличны от нуля:5 Dx ф 0, Dy ф 0, 
Dz ф 0. Система не имеет решения (равенство D — 0 озна­
чает, что плоскости (16), (17), (18) параллельны одной пря­
мой и образуют призматическую поверхность).

Случай 3. D — 0, Dx — 0, Dy = 0, Dz =  0. В этом слу­
чае любое уравнение (16), (17), (18) является следствием 
двух других. Данная система сводится к двум уравнениям 
с тремя неизвестными и множество её решений бесконеч­
но (см. п. 2.1.2, случай 1; случаи 2 и 3 не могут иметь 
места ввиду сделанного выше предположения; плоскос­
ти (16), (17), (18) параллельны одной прямой, но теперь 
они, в отличие от случая 2, образуют пучок).

ПРИМЕР 14. Решим по формулам Крамера систему линей­
ных уравнений

Жх + Зх2 + х3 = 0.6 ,
2хх+ х2 -  х3 =  —0.7, (22)
Xi — х2 + 2х3 = 2.6 .

Решение. Матрица коэффициетов при неизвестных А
1 3  1'
2 1 - 1
1 - 1  2 

1 3  1
2 1 - 1  
1 - 1  2

неособенная, так как её определитель D =

=  —17 ф 0. Значит, система (22) — совмест­

ная и определённая. Множество её решений конечно (см.

5 Если соответственные элементы двух строк определителя D  про­
порциональны (эту возможность мы исключили из рассмотрения), то 
может статься, что из трёх определителей DXI Dy, Dz только один 
или только два равны нулю.



формулы

х\ =

х2 =

х 3 =

0.6 з 1

-17 ' -17
1 0 . 6  1
2
1

- 0 . 7  - 1  
2 . 6  2 4Л

-17
1 1 Ь—*
1

1 3 0 .6
2
1

1 - 0 . 7  
- 1  2 .6 -17.6
-17  -17

= 0.288235294117647059, 

-0.241176470588235294, 

= 1.035294117647058820.

Здесь значения неизвестных приведены с 18-ю знаками пос­
ле точки. Д

Можно попытаться использовать правило Крамера для 
решения систем с матрицей коэффициентов п-то порядка. 
Но лучше этого не делать, так как для вычисления п неиз­
вестных потребуется найти (n + 1) определитель. Предпо­
лагая, что определитель подсчитывается непосредственно 
(без применения эффективных алгоритмов), оценим число 
арифметических операций (см. формулу (7)):

N  = п • (п + 1)\ — 1. (23)

Как видим, при большом п число операций слишком вели­
ко (даже при п = 3 потребуется 71 арифметическая опера­
ция; для сравнения, в схеме единственного деления реше­
ние системы (22) будет найдено за 46 действий (см. фор­

мулу (43))^. Таким образом, порядок матрицы А является
главным фактором, заставляющим отказаться от весьма 
привлекательных в теоретическом плане формул Краме­
ра.

Упраж нение  3. 1. Решите однородную систему
1) двух уравнений с двумя неизвестными;
2) двух уравнений с тремя неизвестными;



3) трёх уравнений с тремя неизвестными.
2. В зависимости от порядка п матрицы коэффициентов 

системы [п = 3, 10, 20, , 100) оцените значение N  (см.
формулу (23)). Подсчитайте время решения таких систем 
методом Крамера на компьютере, среднее быстродействие 
которого равно Ю10 операций/сек.

2.2 М етод Гаусса

Снова решим систему линейных уравнений. Применим 
теперь наиболее популярный прямой метод — метод Гаус­
са. Этот метод, основанный на последовательном исключе­
нии неизвестных, имеет много вариантов. Общее в них — 
переход от системы (8) к эквивалентной системе, которая 
просто решается; различия — в порядке исключения не­
известных, в способе хранения промежуточных результа­
тов и в способе предупреждения нарастания погрешностей 
округления. Напомним, что эквивалентными преобразова­
ниями любой линейной системы являются:

1) перестановка двух уравнений системы;
2) умножение (деление) обеих частей уравнения систе­

мы на произвольное число Л ф 0;
3) прибавление (вычитание) к обеим частям одного урав­

нения соответствующих частей другого уравнения, умно­
женных на любое число Л ф 0.

Выберем простейший вариант метода Гаусса — схему 
единственного деления. Следуя Гауссу, сначала преобразу­
ем квадратную матрицу коэффициентов при неизвестных 
к верхней треугольной матрице, из которой затем найдём 
решение системы. Проиллюстрируем сказанное на примере 
системы трёх уравнений с тремя неизвестными

Оц®1 + ^12^2 + йгз^З = W1
а 21^1 +  022^2 +  «23^3 =  &2> 
а31®1 + <̂32х2 + а33х3 = &3*

Более того, решим конкретную систему.



ПРИМЕР 15. Пусть это будет система (22):

Si + 3s2 + s 3 = 0.6, (24)
2si + s 2 — s 3 — ■-0.7, (25)
Si — s 2 + 2s3 = 2.6. (26)

Решение. Схема единственного деления состоит в следу­
ющем.

Первый шаг. Исключим неизвестное х\ из всех урав­
нений системы, кроме первого. Назовём Х\ ведущим не­
известным, а коэффициент оп — ведущим элементом. 
Разделив уравнение (24) на ац (это возможно, так как 
ап ф О)6, имеем

х2 + 3 • s 2 + 1 • s 3 = 0.6. (27)
Далее, вычитая уравнение (27), умноженное соответствен­
но на a2i = 2 и а31 = 1, из уравнений (25) и (26), получим 
систему двух уравнений с двумя неизвестными х2 и х3:

- 5  • х2 -  3 • я3 = -1 -9 , (28)
- 4  • х2 + 1 • Х3 = 2. (29)

Как видим, матрица коэффициентов этой системы имеет 
порядок на единицу меньший, чем матрица исходной си­
стемы.

Второй шаг. С последней системой проделаем анало­
гичные преобразования. Исключим теперь х2. Тогда х2 — 
ведущее неизвестное, а коэффициент —5 при нём — веду­
щий элемент. Поделив уравнение (28) на —5, получим

х2 + 0.6 • s 3 — 0.38 . (30)
Умножив (30) на —4 и вычтя результат из уравнения (29), 
придём к одному уравнению

3.4 -х3 = 3.52. (31)

63десь мы поступаем формально, несмотря на то, что ац =  1 и 
а31 = 1.



Таким образом, порядок матрицы коэффициентов исход­
ной системы понизился ещё на единицу.

Третий шаг. Действуем по установленному выше образ­
цу: %з — ведущее неизвестное, а коэффициент 3.4 — веду­
щий элемент. Делим (31) на 3.4. Имеем

3 52
x3 = j j  = 1.035294117647058820. (32)

Объединяя уравнения (27), (30) и (32), придём к эквива­
лентной системе с треугольной матрицей коэффициентов

Х1 +  3>ж2-|-1>Жз = 0.6, (33)
x2 + 0.6-x3 = 0.38, (34)

ж3 = 1.035294117647058820. (35)

Решить её не составляет труда. Действительно, последнее 
уравнение (35) даёт х3. Зная ж3, из уравнения (34) най­
дём х2> а затем — х\\

а;2 =  0.38—0.6 ■ ж3 = 0.38—0.6 ■ 1.035294117647058820 =
= -0.241176470588235292,

жг = 0.6 —3-ж2—ж3 = 0.6 —3-(—0.241176470588235292) -
-1.035294117647058820 = 0.288235294117647056.

Итак, решение системы линейных алгебраических урав­
нений методом Гаусса выполнено за два этапа:

прямой ход — приведение системы (22) к трапециевид­
ной форме;

обратный ход — определение неизвестных системы.
Как уже отмечалось, этот метод даст точное решение, 

если все исходные данные точны и все вычисления прово­
дятся точно. Но в расчётах на компьютере округления не­
избежны. Они вносят погрешность в гауссовы методы (см. 
значения неизвестных и пример 14).

Отметим, что схему единственного деления можно ис­
пользовать для вычисления определителя: определитель



(исходной) матрицы равен произведению ведущих элемен­
тов:

Д
D = 1 • (-5 ) • 3.4 = -17.

Описанный метод можно применить к системе линейных 
уравнений с любым п числом неизвестных (например, к
неоднородной системе (8)).

Выполним прямой ход.
Первый шаг. Предположим, что ведущий элемент ац не 

равен нулю. Разделим на него обе части первого уравнения 
системы (8). В результате получим

Х\ + а $ х 2 + ---- h а^Хп = Ь^\ (36)

где aty = a!j/an  (j = 2,3, . . . ,  п), bf* =  Ьх/ац.
Теперь исключим неизвестное Zi из всех уравнений систе­
мы (8), начиная со второго. Сделаем это так: умножим 
уравнение (36) последовательно на a2i, йз1, • • • , апi и выч­
тем результат соответственно из второго, третьего, ... , 
n-го уравнения системы (8). Преобразованные уравнения 
составят систему (п — 1)-го уравнений относительно неиз­
вестных х2, х3, . . .  , хп:

(1) , (1) Iа 2  2 х 2 + а \ з'ж3 + • •. . a W r  -  и Ы| а 2 Пх п — и 2  5
а ^ х 2 + 0 3 3 X 3  + • •. . а М х  - ъ {1)1 а 3п Х п — и3 5

а \ 2 х 2  + а„з х з  +  ■ ■• 4- а ^ х  =  b W

(1) (В 
a ij  =  a ij -  а ц а \ / (г, i  = 2,3, . . . >и),

ЬР = к  -  а ц Ь ^ (г = 2,3, . . . ,тг).

(37)

Второй шаг. С системой (37) проделаем аналогичные 
преобразования. Предполагая, что а̂22 ф 0, разделим пер­
вое уравнение системы (37) на ведущий элемент. Получим



уравнение

х2 + а $ х  з + • • • + а $ х п = 4 2), (38)

где а $  = а(2] /а (22 (j =  3,4, . . . ,  га), ^ 2) = bf VflaV-
Исключим неизвестное ж2 из всех уравнений системы (37), 
начиная со второго. Умножая уравнение (38) последова­
тельно на <4^, а4̂ , . . .  , а£з и вычитая его соответственно 
из второго, третьего, . . .  , га-го уравнения системы (37), по­
лучим систему (га — 2)-х уравнений с (га — 2)-я неизвестны-
МИ ^3? ^4? • • • ? Я п .

я(2)_ , П2)» , . . . , _(2) _t(2)
^ 3 3  З'З I ^34 *М 1 г ^ З п  ° 3  9

„ Ф т -х Л 2),.. =fc(.2)(2) i (2) ,a\3;xз + a44 ж4 + • • • + а ^ х п =  6̂ 2), (39)
(2) , (2)< 3 ^3 +  <4^4 + ••• + a{nlxn =  Ь12),

где aj2) = ag} -  а,фа$ со
 . . II уо уь-

Г  =  б!1) -  ag>6<2) СО
 . II уо у*-

i -Й шаг. Продолжив преобразования, на к-м шаге при
условии aj^ 0 будем иметь уравнение

хк + aitl+iXfc+1 + ' ‘ + aln a:n — (40)

где =  a g -1)/a ii"1) (j = fc + 1, fc +  2, . . . ,  га),

°k — °k l a kk

и систему
(fc) . (fc) . , (fc) _  7,(fc)

0 к+1,*:+1У*+1 +  a fc+l,fe+2;rfc+2 +  ' ' ' +  a fc+l,na:n — "fc+1>
( f c )  . ( f c )  , , ( f c )  _  7 ( f c )

a fc+2 , f c + l :c fc+l ' a fc+2 ,fc+2 ‘Efc+ 2 ' * ' ' ' a fc+2 ,n a:n “  °fc+25 ^4 ]^



где а(к) =  a\j 1] -  а\кк 1]а[к) (г, j  =  к +  1, к +  2, . . . ,  n),

b[k) =  b\k~1] -  a{kk~l)b[k) (г =  к +  1, к +  2 , . . . ,  n).

После (гг — 1)-го шагов система сведётся к одному урав­
нению

ainJxn = Ь[п).
И наконец, за п шагов придём к системе с треугольной 

матрицей. Она эквивалентна исходной системе и состоит 
из первых уравнений, полученных на каждом шаге:

х г +  а ^ 2 х 2 +  +  а $ х л +  а ^ х 5 + • • •  +  а (1)ж1 и 1 п

1 (2) , (2) . (2) х 2 +  а \ з 'ж 3 +  а К24' х 4 +  а \ ^ х ъ + • • • +  а ^ Х п

х з +  а м х 4. +  а £ ь х ь + • • • +  а {з п х п

. (к) , 
х к +  а к,к+ \х к+\ + . . .  +  0(*>т' а кп Х п

З'П— 1 ~Ь • • 1 (п~ 1) 
■д~а п - 1 , п Х п

%П

=  4■>. 

= 4 2), 

=  4” ,

= 4 ‘\

Значения неизвестных из этой трапециевидной системы 
найдём посредством обратного хода. Он выражается сле­
дующей формулой:

хг = Ь-г) -  J2 at f xj (i =  n , n -  1, . . . ,  1). (42)
j=t'+i

Очевидно, схема единственного деления применима при 
условии, что все ведущие элементы отличны от нуля. Если 
это не так, то в соответствующей системе нужно перетасо­
вать уравнения с тем, чтобы добиться отличия ведущего 
элемента от нуля. При этом рекомендуется выполнять та­
кую перестановку уравнений, чтобы на каждом шаге в ле­
вом верхнем углу матрицы находился наибольший по мо­
дулю из всех элементов первого столбца соответствующей



системы (эта схема называется методом Гаусса с постолб­
цовым выбором главного элемента). Более того, целесо­
образно в роли ведущего элемента брать наибольший по 
модулю элемент матрицы А (такая модификация именует­
ся методом Гаусса с выбором главного элемента по всей 
матрице). Это исключает вычитание близких чисел, что 
позволяет избежать пропадания значащих цифр.7

Подсчитаем число N  арифметических операций, необхо­
димых для решения линейной системы с п неизвестными 
по схеме единственного деления. Для прямого хода необ­
ходимо выполнить
п{т1 1) (п — 1)л + • • • + 1 • 2 —

= (I2 + 22 + ■ ■ ■ + тГ) + (1 + 2 + • • • + п) =
п(п + 1)(п +  2) 

3
умножений и делений, и столько же вычитаний, а для 

. п(п — 1)обратного хода--------— — тех же действий. Следователь-
но, общее число арифметических действий таково:

2п(п + 1)(п + 2) п (2n2 + 9п + 1)
N = -----------------------1- п(п -  1) = --------- ---------- •

d d (43)

Заметим, что при п > 7 значение N  удовлетворяет нера­
венству N  < п3. Таким образом, время, необходимое для 
решения линейной системы методом Г аусса, примерно про­
порционально кубу числа неизвестных.

ПРИМЕР 16. Теперь систему (22) (см. пример 15) решим по 
схеме единственного деления с помощью компьютера.

Решение. Построим схему иерархии. На её первом 
уровне разместим головной алгоритм с именем М Е Т О Д  

Г а у с с а . Подчинёнными будут алгоритмы ввода/вывода 
векторов (дадим им соответственно имена G E T - V E C T  и

7Можно уменьшить ошибки округления, если выполнять вычисле­
ния с некоторым числом запасных знаков; рабочим типом данных 
при реализации вычислительных алгоритмов на компьютере должен 
быть тип double, ex ten d ed  или long double (см. [17]).



PUT_VECT) и матриц (GET_MATR и PUT_MATR), решения 
системы (Gauss), а также контроля и вывода результатов 
(RES_Ax_EQ_B). Все они не зависят друг от друга и поэтому 
их место на одном (втором) уровне подчинения. Формаль­
ными параметрами алгоритмов будут: А — матрица ко­
эффициентов системы, х — вектор-столбец решения, Ь — 
вектор-столбец свободных членов, Пт — предельная верх­
няя граница индекса (нижняя граница равна (по умолча­
нию) единице) и п — конкретная верхняя граница индекса.

В головном алгоритме определим управляющий символ 
nl — “новая линия” и две строковые константы: one — 
“одинарная линия” (это отрезок прямой; он разделит ис­
ходные и результирующие данные) и two — “двойная ли­
ния” (она окаймит сверху и снизу все выводные данные).

Из подчинённых алгоритмов требует пояснений, очевид­
но, только алг  GAUSS. Цикл, описывающий прямой ход, 
троекратный. Во внешнем цикле (цикл по к) сначала под­
считаем обратную величину ведущего элемента (тем са­
мым во вспомогательном цикле (цикл по j)  деление заме­
ним умножением и, кроме того, вместо индексированной 
переменной используем простую переменную р — всё это 
сэкономит время вычислений). Во вспомогательном цикле
первую строку текущей системы умножим нар (см. форму­
лы (40)) , и позже, в двойном цикле (циклы по г и по j), за­
программируем формулы (41). Результатом троекратного 
цикла будет система трапециевидной формы. Цикл обрат­
ной подстановки (см. (42)) двукратный. Отметим, что в 
нём, во-первых, с целью экономии времени снова исполь­
зуется простая переменная р, и, во-вторых, внутрений цикл 
(цикл по j ) при значении j , равном п + 1, никогда не будет 
выполняться8.

8Команды д л я . .. в ы п о л н я т ь  и п о к а ... в ы п о л н я т ь  — команды 
повторения с предусловием (см. [17]).



Приведём проект программы:
{ -----------------------------------------------------------
алг  М ето д  Гаусса 

к о н ст
nl <— $13^10  
Пт <— 80
one ’---------------------------------------------------------------’
two <-'= = =  = -------------------- ---------------  = *

ц ел  п
д в то ч н  м ассив  A[lim,lim\, b[lim], x[lim] 

н ачало
о ч и сти ть  эк р ан  
вы вести  nl, nl, nl, ’un = > u’ 
ввести  п
вы вести  nl, ’иД[п,п] ==>’, п/ 
в ы зв а ть  G e t _m a tr(A, lim, п, п) 
в ы вести  nl, ’u6[n] 
в ы зв а ть  GET_VECT(b,lim,n) 
о ч и сти ть  эк р ан  
в ы вести  nl, nl, two,

nl, nl, ’uTasku№3uvaru13.uuuu^ = b.uuMeTOfluraycca.’, 
nl, ’иСо0ес1иЬуииЖуковиИоанн гр.и1057/2иСПбГПУ.’, 
nl, nl, ’ииииИсходныеиданные:’, 
nl, nl, ’un = ’, n, 
nl, nl, ’иМатрицаиЛ:’, nl 

в ы зв а ть  P u t _MATR( A, lim, n, n) 
вы в ести  nl, ’иВекториб:’, nl 
в ы зв а ть  PUT_VECT(6, lim, n) 
в ы зв а ть  G auss(A ,b,lim ,n,x) 
вы в ести  nl, one,

nl, nl, ’ u U U L jO T B e T IijU L JL ILJU LJL JU IJL ILJU L llJU LJL lLJL M ^ ~' Ь — O’, nl
в ы зв а ть  R e s_Ax _e q _b (A, т, 6, lim,n) 
вы в ести  nl, two,

nl, nl, ’l_JLJLJLj01.ll.2000 ииииВсё .. .  nl, nl 
к о н ец  {головного алгоритма}
{ --------------------------------------------------------------------------------------------}

{ nl — new line }



ал г  СЕТ_УЕСт(двточн м ассив x[lim], цел  lim, n) 
зн ач  lim, n р ез  x
ц ел  i 

н ач ал о
д л я  г от 1 д о  п ш аг 1 в ы п о л н ять  

ввести  Х{ 
к о н ец -ц и к л  
в о зв р а т и т ь с я

к о н ец  {алг Get_vect}
{ ------------------------------------------------------------------------------- ----------- }
ал г  Рит_У ЕС т(двточн м ассив x[lim], ц ел  /гш, n j 

зн ач  х, Пт, п 
ц ел  i 

н ач ало
в ы в ести  nl
д л я  г от 1 до  гг ш аг 1 в ы п о л н ять  

вы вести  ’uu’, Xi 
к о н ец -ц и к л  
вы в ести  nl 
в о зв р а т и т ь с я

к о н ец  {алг Put_vect}
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }
а л г  G e t _MATR^bto4 h м ассив A[lim,lim], ц ел  lim, т, nj 

зн ач  /гт , т ,  п р ез  А
ц ел  г, j 

н ач ало
д л я  г от 1 д о  т  ш аг 1 в ы п о л н ять  

д л я  j  от 1 д о  п ш аг 1 в ы п о л н ять  
в в ести  a,ij 

к о н ец -ц и к л  
к о н ец -ц и к л  
в о зв р а т и т ь с я  

к о н ец
{

{алг Get_matr} 
-}

а л г  PuT_MATR^двточн м ассив A[lim,lim], ц ел  lim, m, nj



зн ач  А, Пт, т, п 
ц ел  г, j  

н ач ал о  
в ы в ести  nl
д л я  г от 1 д о  т ш аг 1 в ы п о л н я ть  

д л я  j  от 1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть  
вы в ести  ’ии’, aij 

к о н ец -ц и к л  
в ы в ести  nl 

к о н ец -ц и к л  
в о зв р ат и т ь ся

к о н ец  {алг Putjm atr}
{ ----------------------------- --------------------------------------------------------------)
алг  R e s_Ax _EQ_B ( д в т о ч н  м ассив A[lim,lim], x[lim],

зн ач  А, х, b, Пт, п 
ц ел  г, j  
д в то ч н  г 

н ач ало
д л я  i от 1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть

г О
д л я  j  от 1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть

г — Ъ{, nl
к о н ец -ц и к л
в о зв р ат и т ь ся

к о н ец {алг Res_Ax_eq_b}
{ --------------------------------- ----------------------------------------- }

д в то ч н  м ассив A[lim,lim], Ь[Ит], ц ел  Пт, п,ал г  G auss ^

д в то ч н  м асси в  x[lim
зн ач  A, b, Пт, п 
р ез х



ц ел  i, j ,  к, ki 
д в т о ч н  p

н ач ал о  {----------------------Прямой ход:}
д л я  к от  1 до  п ш аг 1 вы п о л н ять  

р  <— 1 / а к к  к г * -  к +  1  

д л я  j  от кг до  п ш аг 1 в ы п о л н ять
^ k j  * ^ k j  * Р  

к о н ец -ц и к л  
Ь к  * - Ь к - р

д л я  i от кг до  п ш аг 1 в ы п о л н ять  
д л я  j  от  кг до  п ш аг 1 в ы п о л н ять

Ot'j < &ij dikCLkj
к о н ец -ц и к л  
bj < b{ — о bk 

к о н ец -ц и к л  
к о н ец -ц и к л

{-------------------- Обратный ход:}
д л я  к от  п до  1 ш аг —1 в ы п о л н ять

Р  Ь к

д л я  j  от к +  1 до п ш аг 1 в ы п о л н ять
Р + - Р -  d k j X j

к о н ец -ц и к л  
Х к  * -  Р  

к о н ец -ц и к л  
в о зв р ат и т ь ся

к о н ец  {алг Gauss}
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

Приведём результаты решения системы (22) (язык про­
граммирования ТР 7.0):

Ответ: Ах-Ъ=0

х [1]= 2 .88235294117647Е-0001 0.0Е+0000 
х[2]=-2.41176470588235Е-0001 2.2Е-0016 
х [3 ]=  1 .03529411764706Е+0000 -4.4Е-0016



Отметим, что при кодировании проекта С++-ом, Фор­
траном или Бейсиком объявление массивов должно иметь 
вид:

д в т о ч н  м ассив  A[lim,lim\, b[lim\, x[lim]
Acopy[lim}lim], bcopy[lim\

обращение к а л г  Gauss — вид:
в ы зв а ть  C o p y _MATR(A, lim, п, n, Acopy) 
в ы зв а ть  C0PY_VECT(6, lim, n, bcopy) 
в ы зв а ть  GAUSS(ACOpy, bcopy, lim, n, x ) 

а группу подчинённых алгоритмов надо пополнить алго­
ритмами копирования матриц и векторов9:
{- -}
алг  C0PY_MATR(д вто ч н  м ассив A[lim,lim], ц ел  Пт, т, п,

ACOpy[lim, lim])
зн ач  А, Пт, т, п р ез Асору
ц ел  г, j  

н ач ало
д л я  г о т  1 д о  га ш аг 1 в ы п о л н я ть  

д л я  j  от 1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть
аГ‘copyjj ' aij

к о н ец -ц и к л
к о н ец -ц и к л
в о зв р ат и т ь ся

кон ец {алг Copy_matr} 
-}

алг  CoPY_VECT(д вто ч н  м ассив x[lim], ц ел  Пт, п,

-сору
зн ач  х, Пт, п рез хсору
ц ел  i 

н ач ало
д л я  i о т  1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть

[lim]j

9Фортран 90, 95 и 2000 допускает массивовое присваивание: 
А-copy — А и b-сору =  Ь.



‘Ecopyi ■* 3'i
конец-цикл
возвратиться

конец {алг Copy_vect}
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }

Они необходимы, так как алгоритм Гаусса является ал­
горитмом с побочным или, другими словами, с волновым 
эффектом: он, кроме поиска неизвестных, изменяет, “пор­
тит” исходную систему (на её месте получается система 
трапециевидной формы). А так как матрица А и вектор b 
должны ещё участвовать в оценке качества решения (в вы­
числении вектора-невязки г =  Ах — Ь), то надо принять ме­
ры для их сохранения. Язык программирования Паскаль 
имеет средства копирования параметров-значений (см., на­
пример, фразу знач Я, Ь, Пт, п ) и средства указания ад­
ресов памяти параметров-результатов (см. фразу рез х). 
Языки C++ (в случае массивов), Фортран и Бейсик такими 
средствами не обладают: значит, пользователь перед вызо­
вом алгоритма GAUSS должен сам позаботиться о создании 
копий матрицы коэффициентов системы и вектора-столбца 
свободных членов. Д

Подмена арифметики действительных чисел компьютер­
ной арифметикой, как правило, отрицательно отражается 
на результате решения системы Ах — Ъ. Если матрица А 
неособенная (невырожденная), то х  = А~1Ь. Вычисленное 
методом Гаусса (или любым другим методом) решение х 
отличается от точного х из-за ошибок округления10. Сте­
пень отклонения гауссова решения от точного можно ха­
рактеризовать разностью Д  = х — х. Но точное решение, 
как правило, неизвестно. Проверка путём подстановки х в 
систему даёт невязку г = Ах — Ь. Её мы подсчитали в алго­
ритме МЕТОД Г а у с с а . Можно показать, что если Д  =  0, то 
и г =  0  [1 0 ] . Более того, если Д 0 , то, как правило, V ~  0 .

10Напомним, что ошибки округления — результат конечности раз­
рядной сетки компьютера.



Обратное же утверждение не всегда верно (например, для 
плохо обусловленной системы при г «  0 погрешность реше­
ния может быть большой11). Следовательно, посредством 
невязки можно выполнять контроль качества решения, 
если система А х  = Ь не является плохо обусловленной. В 
таком случае метод Гаусса (с выбором главного элемента)
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даёт малые невязки г,- = X) aij%j ~ k  (г = 1 ,2 ,. . . ,  п).
з=1

О б су ж д ен и е. Схема единственного деления является 
простой, эффективной (число операций, необходимых для 
решения системы, лишь немногим превышает число опе­
раций, требуемых для подсчёта одного определителя12) и 
удобной для программирования. Необходимое и достаточ­
ное условие её применимости — неравенство нулю всех 
ведущих элементов. К недостаткам схемы относятся от­
сутствие критерия, по которому ещё до начала вычисле­
ний можно было бы установить выполнимость условия 
akk Т  ю и потеРя точности при малом по модулю а\к 
(в сравнении с другими коэффициентами в строке).

Вычислительные погрешности будут меньшими, если в 
роли ведущего элемента брать главный элемент. Соответ­
ствующий алгоритм является универсальным и рекомен­
дуется для решения систем невысокого порядка (п ^  200). 
К настоящему времени не найдено алгоритмов, лучших по 
эффективности (времени решения, памяти), чем методы 
исключения Гаусса (ПОСТУЛАТ. Гаусс всегда прав.).

Упраэюнение 4. 1. Решите систему (22) методом Гаусса

и Оцените решение системы ( о!э13 o iiii) (*□) =  ( 0:254)1 полученное 
на трёхзначной и семизначной разрядной сетке (здесь ац =  1, =  — 1,
det А =  10~8 * * *; решение с д в то ч н  таково: х\ =  0.999999999914390, Х2 =  
=  -0.999999999881394, п  =  -2 .8 Т 0 -17, г2 =  0).

12Эффективность методов решения системы (8) зависит от струк­
туры и свойств матрицы А (порядка, обусловленности, симметрично­
сти, заполненности, специфики расположения ненулевых элеметов),
параметров компьютера, способа представления данных и специфики
реализации алгоритмов (см. [4]).



с выбором главного элемента
1) по столбцам матрицы (чтобы частичное упорядочива­

ние было более эффективным, сначала производите мас­
штабирование (уравновешивание) системы делением эле­
ментов каждой строки на наибольший по модулю элемент 
строки);

2) по всей матрице.
2. Решите системы °'0001̂ +^=1, и 0 000£ + * Д  методом 

Гаусса, удерживая в вычислениях только три десятичных 
значащих цифры.

3. Решите систему 59211+430812=2251’ методом Гаусса и 
методом Гаусса с выбором главного элемента, выполняя 
подсчёты с точностью до четырёх значащих цифр.

4. То же, что в задаче 3, но для системы
2х\ +  6x2 — х3 =  - 12,
5xi -  Х2 +  2х3 — 29,

-З х ! -  4x2 +  хз =  5.

5. То же, что в задаче 3, но для систем
10xi — 7 x2 =  7, 10xi — 7 x2 =  7,

—3х1 +  2.099х2 +  6хз =  3.901, и —3xi +  2х2 +  6х3 =  4,
5xi — х2 +  5х3 =  6 5xi -  х2 +  5х3 =  6 .

7. Разработайте алгоритм решения системы п уравнений 
с п неизвестными методом Гаусса с выбором главного эле­
мента

1) по столбцам матрицы;
2) по всей матрице.
8. Разработайте алгоритм вычисления определителя 

n-го порядка методом Гаусса с выбором главного элемента
1) по столбцам матрицы;
2) по всей матрице.
9. Модифицируйте алгоритм Гаусса, заменив матрицу 

коэффициентов при неизвестных расширенной матрицей,



1) последний столбец которой есть столбец свободных 
членов;

2) последние т столбцов которой есть т столбцов сво­
бодных членов.

10*. Разработайте алгоритм решения системы линей­
ных алгебраических уравнений с трёхдиагональной матри­
цей (1). Замечание. Так как каждое уравнение этой ленточной си­
стемы связывает три “соседних” неизвестных, то, очевидно, не сле­
дует хранить в памяти компьютера все п2 коэффициентов матри­
цы А\ алгоритм нужно построить так, чтобы в вычислениях участво­
вали только элементы трёх диагоналей [17].

11. Предложите свой “точный” метод решения систем 
линейных алгебраических уравнений (8).

3. И теративны е методы

Итеративные методы (их около десятка [14]) дают при­
ближённое решение системы (8). Несмотря на это они обла­
дают качествами, которые делают их выгодными с вы­
числительной точки зрения. Решение системы получается 
как предел некоторой единым образом построенной после­
довательности приближений.

3.1 М етод Гаусса —  Зей деля

Дадим краткое описание метода Гаусса — Зейделя1! 
Сущность метода изложим сначала на примере системы 
двух уравнений с двумя неизвестными.

ПРИМЕР 17. Итак, возьмём следующую систему:
2xi + х2 = 3,

Xi + 2х2 = 3,
(det А — 3, точное решение есть х\ = 1, х2 = 1). Решим её ме­
тодом Зейделя и геометрически проиллюстрируем процесс 
итераций (рис. 1). 13

13Будем его называть просто: метод Зейделя [3].



РИС. 1.
Решение. Разрешим первое уравнение системы относи­

тельно ^1, а второе — относительно ж2. Получим эквива­
лентную систему вида

3 -  ж2
Хл = --------,

2 ’ (44)
3 — Ж1

*2=  2 ' (45)

Зададимся некоторым начальным приближением значений
(о) (о)неизвестных жа — х\ ’ и ж2 = х\ . двигаясь, например, 

от начала координат, положим ж ^ = ж20̂ = 0. Значение 
ж2°̂  = 0 подставим в уравнение (44), найдём первое при­
ближение первого корня ж̂  = 3/2 (при вычислении ж^ 

( о )значение ж̂  остается неизменным, геометрически это со­
ответствует движению по горизонтали до пересечения с 
прямой 2ж1 + ж2 = 3; точка пересечения имеет координа­
ты (1.5,0)). Затем, подставляя ж ^ = 3/2 в уравнение (45),
вычислим первое приближение второго корня ж2̂  =  3/4 
(при постоянном значении ж ^ = 1.5 идём по вертикали, 
пока не пересечём прямую Ж1 + 2ж2 = 3 в точке с координа­



тами (1.5,0.75)J . На этом заканчивается первая итерация 
решения системы (44)-(45) . Дальнейшие шаги производим 
подобным образом (они показаны горизонтальными и вер­
тикальными отрезками со стрелками): значение = 3/4 
подставим в уравнение (44), определим второе приближе­
ние первого корня х ^  = 9/8 = 1.125; потом это число ис­
пользуем при нахождении второго приближения второго 
корня 4 2) = 15/16 = 0.9375, . . .  , х{6) = 2049/2048и  1.0004882, 

= 4095/4096 ~  0.9997558 и т. д. Процесс итераций схо­
дится. Последовательные приближения стремятся к еди­
нице. Они подсчитывались по формулам

о (к )(*+1) _  3 -  х2
Х1 — г,

X0 + 1) X0 + 1)
(* =  0 ,1 ,...) .

Здесь верний индекс в скобках (к), (к + 1) означает поряд­
ковый номер приближения. Заметим, что если вторую формулу
записать в виде х ^ * 1̂  =  (3 — х ^ Н /2, то новая система

0+1) _ 3 -  хW
xi -  — 2“  >

0+1) _ 3 -  *1к)-  ——

представляет собой метод (простых) итераций, или метод Яко­
би [3] (скорость сходимости процесса при этом может замедлиться).

Начальное приближение произвольно: за нулевое при­
ближение можно принять, например, и столбец свободных 
членов системы. А

Решим теперь систему п уравнений с п неизвестны­
ми (8). В этом случае зейделевы итерации будут выпол­



няться по формулам

4 fc+1)= ^ > i-a 124 fc) ~ а13х ^ - . .  . - а 1пх {к)̂  / а п  

4 = (b2- a 2ix[k+1) -  a234 fc)“ - • ■-a-znX[n )')/ '

............................................................................................ (46)

жЩ1) = (bn- a nlx\k+1> -  an2i2H1)- ' -

Формулы (46) запишем короче в виде

ДМ-1). 2 — 1 
■Е
i=i

b i  CL i j X j
(Ml) £

j=! + l
& i j  £  j

w (47)

4°^ произвольно (г = 1 ,2 ,... ,n; к =  0 ,1 ,...) . 
Процесс итераций продолжаем до тех пор, пока значе­
ния ж,- 1 (г = 1 ,2 , . . . ,гг) не станут близкими к значени­
ям х\к  ̂ с заданной погрешностью е, домноженной на неко­
торое число (см. п. 3.3).

3.2 С ход и м ость  и терати вн ого  п роцесса

Сформулируем достаточное условие сходимости процес­
са последовательных приближений [7].

ТЕОРЕМА 2. (О сходим ости  п роцесса  и тер ац и й .) Про­
цесс итераций (47) сходится к единственному решению

.. . П
х = lim z(M-J) системы X) ° i j x j  — k  (г = 1 ,2 ,.. . ,  тг.)

к —юо j —\

при любом выборе начального приближения х^°\ если для 
коэффициентов при неизвестных выполняется следующее 
неравенство:

Е
1=1
зф'

a i j

ац < 1 (г = 1 ,2 ,..., п). (48)



Другими словами, процесс итераций сходится, если в ма­
трице А = имеет место диагональное преоблада­
ние:

П
к '.| > k j l  (г =  1,2, . . . ,  п ) ,  (49)

i=i 
Зфг

т. е., когда модули диагональных элементов матрицы для 
каждой строки превышают сумму модулей недиагопаль- 
ных элементов этой строки.

ПРИМЕР 18. Заметим, что признак сходимости (49) легко 
проверяется. Возьмём систему (22) . Она не удовлетворяет 
условию сходимости:

k i l  > Iai21 + к з | ,
к г |  > k i |  + |а2з | , (50)
к з |  > |fl3i| + |азг| • А

Условие (49) является достаточным для сходимости ме­
тода, но оно не является необходимым, т. е. для некоторых 
систем приближения сходятся и при невыполнении указан­
ного условия.

Начальное приближение ж к  (г = 1 ,2 ,... ,п) произволь­
но потому, что сходимость итеративного процесса опреде­
ляется лишь природой матрицы А. Быстрота сходимос­
ти зависит не только от свойств матрицы коэффициентов 
(процесс итераций хорошо сходится, когда модули диаго­
нальных коэффициентов системы велики, т. е. когда вы-
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полняется неравенство \ац\>  k ' j I (* = 1 ,2 ,. . . ,  n; j  ^  г)),
з=1

но и от удачного выбора начального приближения. Целе­
сообразно в качестве компонентов вектора ак) взять при­
ближённые значения неизвестных (они получены, навер­
ное, методом Гаусса, или найдены из физических сообра­
жений). Иногда берут ж(0) = Ь, и это бывает удобно.



Число арифметических действий, необходимых для вы­
полнения одной итерации, пропорционально п2. Всего же 
потребуется произвести примерно кп2 действий, где к — 
общее число итераций.

3.3 Оценка погрешности метода Зейделя

Итак, точное решение системы Ах = Ъ есть результат 
бесконечного процесса и всякий вектор из последова­
тельности полученных векторов является приближённым 
решением. Если выполнено неравенство (49), то оценка по­
грешности приближённого решения даётся форму­
лой [7]

maxг х Г 1) -е, (51)

где 0 < q — max У)
3=13&

< 1 (г = 1 ,2 ,..., п), а е заданная

допустимая погрешность.

ПРИМЕР 19. Условие сходимости (50) для следующей сис­
темы

7xi + 2ж2 — х3 = 0.5, 
х\ + Зж2 + х3 = 0.6, (52)

—2®i + Х2 + 9х3 = 8.5,

выполнено. Тогда

Формула (51) — это критерий по абсолютным откло­
нениям. При |ж{| >> 1 его можно заменить критерием по



относительным разностям, т. е. условие окончания ите­
ративного процесса записать в виде

max» 4 ‘+1) < (53)

При выполнении условия (51) или (53) итеративный про­
цесс Гаусса — Зейделя называется сходящимся. В этом 
случае максимальные разности значений неизвестных в 
двух последовательных итерациях убывают, а сами значе­
ния стремятся к решению системы уравнений.

Сделаем замечание о точности расчётов. Технический 
подход к учёту погрешностей действий (принцип А. Н. Кры­
лова [4]) состоит в следующем. Если коэффициенты и сво­
бодные члены системы Ах = Ъ являются точными числа­
ми , то итеративным методом её решение можно получить 
с любым заранее заданным количеством т  верных деся­
тичных знаков. При этом в выкладках будем удерживать 
т + 1 десятичных знаков, после чего конечные результа­
ты округлим на один знак. Если же исходные данные — 
приближённые числа с I  знаками, то, как в случае точных 
чисел, найдём решение с точностью до т  = £ знаков.

3.4 П р и вед ен и е  ли н ей н о й  си стем ы  к  виду, п р и ­
годном у д л я  и тер ац и й

Теорема сходимости 2 предъявляет жёсткие требования 
к коэффициентам системы Ах = Ъ. Но, если det А ф О, 
то эквивалентными преобразованиями (см. с. 153) исход­
ную систему всегда можно заменить системой, для кото­
рой условия (49) будут выполнены. Сделать это можно бес­
конечным числом способов. Поступим, например, так. Из 
заданной системы выделим уравнения с коэффициентами, 
модули которых больше суммы модулей остальных коэф­
фициентов при неизвестных. Каждое выделенное уравне­
ние запишем в такую строку новой системы, чтобы наи­
больший по модулю коэффициент оказался на диагонали. 
Затем из оставшихся неиспользованных (и, возможно, вы­



деленных уравнений) составим линейно независимые ком­
бинации с таким расчётом, чтобы был выдержан указан­
ный выше принцип формирования новой системы, и все 
свободные строки в ней оказались заполненными. При этом 
позаботимся, чтобы каждое неиспользованное ранее урав­
нение попало хотя бы в одну линейную комбинацию. По­
ясним сказанное на примере.
ПРИМЕР 20. Снова решим систему (22), но теперь — мето-
дом Зейделя.

Решение. Эта система

Xi +  Зх2 +  Хз = 0.6, (54)
2xi +  х2 Хз — - 1 О (55)

Х \  — х2 +  2х3 = 2.6 (56)
не удовлетворяет условию сходимости (50). Но в уравне­
нии (54) коэффициент при Х2 превышает сумму осталь­
ных коэффициентов строки (не считая свободного чле­
на): 3 > 1 + 1. Поэтому (54) можно взять в роли второго 
уравнения новой системы

................................  (*)
xi + Зх2 + х3 = 0.6 , (**)
.......................................  ( * * * )

Уравнение (*) с преобладающим по модулю коэффициен­
том при хг можно получить, умножив уравнение (55) на 3 
и сложив произведение с уравнением (56):

3(2хх + х2 — хз) = —0.7 • 3 
x i -  х2 + 2х3 = 2.6

7xi + 2х2 — х3 — 0.5 (*)
И, наконец, умножим уравнения (54) и (56) на 2, сло­
жим полученные произведения с уравнением (55), предва­
рительно умноженным на —3, получим третье уравнение



системы:

2( Xi -f 3x2 + х3) = 0.6-2
-3 (2 ^  + х 2 -  х3) = -0 .7  • (-3 ) 

2( х \ —  х 2 +  2х3) = 2.6-2

—2xi +  х2 -\- 9х3 = 8.5 (***)
Таким образом, получена система (52), эквивалентная ис­
ходной (54)—(56) и удовлетворяющая условию (50) (см. при­
мер 19; там же найдено число q = 2/3).

Теперь решим эту систему на компьютере. Головному 
алгоритму дадим имя Метод  Гаусса_Зе й д е л я , а ал г  
GAUSS заменим на ал г  G_SEIDEL. В схему иерархии доба­
вим ал г  д в т о ч н  Q, вычисляющий q (см. (51)). Остальные 
алгоритмы в схеме те же, что в примере 16.

Поясним ал г  G-SEIDEL. Его формальные параметры та­
ковы: А  — матрица размера п х п из коэффициентов при 
неизвестных, b — столбец свободных членов, х ^  — стол­
бец начальных приближений, П т  и п — максимальный 
и фактический размеры, е — абсолютная погрешность, 
А;т ах— максимальное (запланированное) число итератив­
ных шагов, х — столбец из неизвестных и кепа—- факти­
ческое число шагов ^одновременно — фиксатор ошибок: 
если fcena=0, то неравенство (51) ни разу не выполнилось 
^причины этого: нарушены условия сходимости, слишком 
малые е =  £согг и (или) kmaxJ ; в противном случае получено 

решение системы^.
Тело ал г  G_SEIDEL состоит из двух последовательных 

команд повторения: первая играет вспомогательную роль 
(назначает начальные значения элементам столбца из не­
известных, вычисляет обратные величины диагональных 
элементов), вторая реализует процесс Зейделя. Цикл при­
ближений по Зейделю троекратный. Во внешнем цикле



(цикл “по е”) меняется значение счётчика к от единицы 
с шагом, равным единице, до заданного предельного числа 
итераций ктах. В конце его при истинном неравенстве (51) 
(тогда ке п 0) выполняется возврат к точке вызова дан­
ного алгоритма. В цикле “по строкам”(цикл “по г”) анали­
зируется условие (51) и подсчитываются текущие прибли­
жения неизвестных. В цикле “по столбцам” (цикл “по j ”) 
из правых частей уравнений вычитаются левые части.

Приведём проект программы:
{ ------------------------------------------------
алг  М ето д  Гаусса_Зей д ел я

■}

конст
nl ^13^10
/гггг <— 80
Ed <—2.23е —16
one
two

цел п, кта.х, к 
двточн д, в, Е
двточн массив b[lim\, ж^[/гт], x[lim]

начало
о ч и с т и т ь  э к р а н

вывести гг/, гг/, гг/, ’un, ктах = > и ’
ввести гг, А;тах
вывести гг/, ’иЛ[гг,гг] = > ’, гг/
вызвать Get_MATR(H, /гггг, гг, гг)
вывести гг/, ’иЬ[п] nl
вызвать GET_VECT(Z?, /гггг, гг)
вывести гг/, ’иж(°)[гг] =>■’, гг/
вызвать Get_VECT(x^°\ /гггг, гг)
q *— Q(A, /гггг, гг)
пока истина выполнять

шах

вывести гг/, ’ие>2 .23е —16 
ввести е
£ « - ( ( ! -  ч)/ч)е



если Е  > Ed 
то

прервать {break или ex it}
иначе

вывести nl, ’и*** error: увеличьте е. Е = ’, Е , nl 
конец-если

конец-цикл {ввода е}
очистить экран  
вывести nl, nl, two,

nl, nl, ,uTasku№3uvaru28.uuuu^3: = E’,
’ииМетодуГаусса - Зейделя.’, 

nl, ’uCodedubyuHe3aftn,eB Левигр.и1057/1иСПбГПУ.’, 
nl, nl, ’ииииИсходныеиданные:’, 
nl, nl, '\jn  n, ’uuuu£ —\  ’uuuu^corr —  , E ,
El, uQ =  , Ч, и и и и ^ ш а х =  , ^m axi 
nl, nl, ’иМатрицаиЛ.:’, nl 

вызвать PUT_MATR (A ,lim ,n ,n )  
вывести nl, ’уВекториб:’, nl 
вызвать PuT_VECT(b ,lim ,n ) 
вывести nl, ’иВекторит ^ : ’, nl 
вызвать PUTJVECT{x ^ ° \ lim ,n )  
вызвать G_SEIDEL(A, b, x^°\ lim , n, E , ктлх, x , k )  
вывести nl, one,

nl, nl, ’uuuuOTBeTiuuuuuuuuuuuuuuuuudla; —  b— 0 \  nl, nl
если к —  О 
то

вывести nl, ’и***иеггог:изаиА:тах= ’, ктлх,
’umaroBunpou,eccuHeuconib4CH.L|UuuG-Seidel.’, 
nl, ’иВиЭтомислучае’, nl,nl 

конец-если
вызвать RES_Ax_EQJB(A, х , b, Ит,п) 
вывести nl, ’ Число итераций к = ’, к, 

nl, nl, two,
nl, n l, uljljij23.08.2000 ииииВсё .. .  , nl, nl 

конец {головного алгоритма}
{ --------------------------------------------------------------------------------------------}



алг двточн Q (двточн массив A[lim,lim], цел lim, nj 
знач А, Пт, п 
двточн g, s цел г, j  

начало
Ч « - о
дл я  г от 1 до  п шаг 1 выполнять

S <- 0
дл я  j  от 1 до  п шаг 1 выполнять

если j  ф г то s <— s +  \а^/ац\ конец-если  
конец-цикл {n o j}
если q < s то g <— s конец-если  

конец-цикл {по г}
Ч

возвратиться
конец {алг Q} 

----------}{ -------------------------------------------------------------------------------------
алг Get_v e c t ( . . .

текст этой части проекта см. на сс. 162 -  163 
возвратиться

конец  {алг Res_Ax_eq_b}
{ ------------------------------------------------------------------------------------------- }
а л г  G-SEIDEL( д в т о ч н  м а с с и в  A[lim,lim], b[lim],

цел Пт, п, двточн е, цел &тах,
двточн массив x[lim], цел &end) 

знач A, b, х(°\ lim, п, е, ктах
рез х , &end {Если fcenci=0, то |Д |> е}
цел г, к, j  {Если fcendT̂ O) ТО lAl^e}
двточн t, xnevl 
двточн массив p[lim] 

начало
дл я  г от 1 до  п шаг 1 выполнять

Х{ М р{ <- 1/ац
конец-цикл {подготовки}
д л я  А; от 1 д о  ктах шаг 1 выполнять

kend  ̂ ^



дл я  i от 1 до  п  шаг 1 выполнять
t  <— Ь{
дл я  j  от 1 д о  п шаг 1 выполнять

если j  ф  i то t <— t — aijXj конец-если  
конец-цикл { n o j}
3-new *  ̂ ' Pi
если |a;new — т,-| >  е то кеп̂ *— 0 конец-если
Х{  < %nevr

конец-цикл {по г}
если кеnd^O то возвратиться конец-если  

конец-цикл {по к , е)
возвратиться

конец {алг G-Seidel}
{ --------------------------------------------------------------------------------------------}

Приведём результаты решения системы (52) (е =  1СГ15, 
Е =  £согг = 5 • 10~16, q = 0.(6), kmSLX = 100, =  Ь; язык
программирования В С + + ):

Ответ: Ах-Ь=0

х [1]= 2.88235294117647е-01 4 .4 е -1 6  
х[2]=-2.41176470588235е-01 - 1 . 1е-16 
х [3]= 1 .03529411764706е+00 -1 .8 е -1 5

Число итераций к=29
Д

Обсуждение. Метод Зейделя прост и поэтому сравни­
тельно легко программируется. Он имеет преимущество пе­
ред прямыми методами, так как в нём ошибки округления 
сказываются меньше и в процессе решения матрица А и 
вектор Ь не цортятся 14. Его можно применять для систем

140б этих достоинствах надо говорить в условиях сходимости (49). 
Недостаток: при приведении линейной системы к виду, пригодному 
для итераций, надо проделать немалую работу (см. пример 20).



с матрицами высокого порядка.
Решая систему методом Зейделя, мы снова встречаемся 

с замечательным свойством самоисправляемости сходяще­
гося итеративного процесса: ошибка, допущенная в вычи­
слениях, не отражается на окончательном результате, так 
как ошибочное приближение можно рассматривать как но­
вый начальный вектор (это свойство усиливает надёжность 
любого итеративного алгоритма; см. гл. I).

Итак, в условиях сходимости итеративные методы пред­
почтительнее прямых. Они просты, позволяют найти реше­
ние с заданной степенью точности15 е и удобны при уточ­
нении решений, полученных с помощью прямых методов.

Упразднение 5. 1. Решите системы методами Зейделя и 
Якоби (в (46) справа от знака = только к-е приближения). 
Приведите геометрическую интерпретацию процесса ите­
раций; е — 10~4:
1) 2a:i +  х2 — 2,

Х\ 2^2 — 2,

a) * (1fc+1) =  1 -  х(к)/2,  б) x(i*+1) =  - 2  +  2х[к\

(i+i) _  , (*-И)/о. з;Р+1  ̂ — 2 — 2я^+1 -̂J L  2  ------  X  у  /  6 } «X  2  ------- ^  Х /Щ  у  ,

2 )  я 1 + 2 я 2 =  3, x(!i+1) =  3 - 2 я ^ },

* i -  4х2 =  -3 ;  х(2к+1) =  3/4 +  ®(1*+1)/4.

2. Решите системы методом Зейделя; е = 10~4:
10я 1 +  я2 =  11, Юях +  я2 =  11.01,

ЮОях +  1001я2 =  1101; И 100я1 +  1001®2 =1101.

3. Решите системы методом простых итераций; £ = 10-4:
5ях +  7х2 =  12, 5ях +  7х2 =  12.075,
7хх +  10я2 =  17; И 7x1 +  10x2 =  16.905.

15Нетрудно понять, что всё сказанное справедливо лишь до тех 
пор, пока на погрешность метода (остаточную погрешность, погреш­
ность аппроксимации) не наложится вычислительная погрешность 
(погрешность округлений), неизбежная в компьютерных расчётах.



4. Решите систему Ах = Ь: а) простым методом Гаусса по 
схеме единственного деления, используя delta-флажок (см. 
[4]); б) улучшенным методом Гаусса (с постолбцовым вы­
бором главного элемента).

1)Л

2) А

{  3 1 2 (  А
- 5 2 6 7 — 1 1—1

 
со

0 3 4 1 , — 1 j

V 0 0 - 5 - 6 / 1 - ч

/0.2 0 0.2 0 0 \ /4 .2 \
0 0.2 0 0.2 0 4.2

0.2 0 0.2 0 0.2 3 ь = 4.2
0 0.2 0

ОCNо

4.2
V о 0 0.2 0 0.2/ \4 -2 /

3 )А  =

4) А

5) А =

/  1.342 0.432 -0.599 0.202\
0.202 1.342 0.432 -0.599

-0.599 0.202 1.342 0.432
V 0.432 -0.599 0.202 1.342/

/  1.9414 
-0 .230  
-1.941  

V 0.230/

/5.1 7.1 6.1 5.1\ (2Ч
7.2 10.2 8.2 7.2 А — 32
6.1 8.1 10.1 9.1 ) 0 — 33

\5 .2 7.2 9.2 10.2^ W
t 6.22 1.42 -1 .72 1.914 /7.53

1.42 5.33 1.11 -1 .82 к — 6.06
-1.72 1.11 5.24 1.42 3 0 — 8.05

\ 1.91 -1 .82 1.42 6.55 ̂ \8 0 6

6) А

/6 .2  0.1 0.3 0.4 - 0 .5 \
0.5 5.4 0.1 0.2 0.4

0 0.4 6.3 0.6 0.2
0 0 0.4 5.3 0.5

V 0 0 0 0.1 6.2/

/  0.1\  
0.4 

- 0 . 3  

1.1 

\ —0*1/
(  2.1 2.1 

4 ?.05 
8.1 ’4.99 

\3.01 3.02

- 1.1 1.1\  
-1 .05  2.12 

-3 .1  4.08 
-1 .98  2.03/

4 .1 \
6.05

12.034
Ч



8) А =

9) А =

10) А

11) А

12) А

13) А

14) А

15) А

(  2 3.2 11.1 5.03\ 2.1\
1.04 0.98 5.03 2.12 А — 0.97
2.1 1 3.01 2.08 , о — -3 .02 )

V i - i 0.95 2.95 4.06/ -3 .0 1 /

/  2.1 5.05 4 0.98'' /  20.1>
1.03 3 2.09 0.99 , ь =

11.03
2.05 10.01 9.08 7.1 40.1 )

\2 .98 7.98 8.99 2.01, \36.99y

/2.89 3.95 0.96 1.98n /  —2.9\
2.97 4.98 2.99 4.92 h — —5.989
5.98 7.91 0.91 4.91 . 0 “ —7.92

\2.90 5.00 2.97 6.99, V —7.99/

/7.11 9.02 4.01 2.02\ /  2.12\
2.04 -2 .05 1.01 1.09 h — 6.13
5.11 6.08 3.12 2.07 ) 3.1 )

\2 .04 3.03 1.03 1.03/ ° /

/  6 4.98 -1 .97 3.9б\ ( - 3.95\
9.07 -0 .99 3.96 —0.99 к 12.94
2.99 3.91 2.01 —1.96 , и 0.93

\2.94 -8 .93 0 1.92/  ̂ 10.96/

/2.10 -1 .11 -6.01 3.02\ / - 1.09\
7 - 4 2 15 —32

1.01 -2 .02 -4 .03 9.04 5.07
\1 .04 -1 .03 2.02 —6.01 / \ - 8.Об/

/  2 - 1 2 0̂ / - 1 Л
2.01 1.02 4.02 8.01 к 3.05
2.99 -1 .98 1.97 -1.96 ) 0 8.05 ’

\1 .04 3.03 -6 .02 2.01^ V 4.1/

/1.91 -4 .92 2.93 1.94\ /

CDЮ

2.95 -6 .96 2.97 --0.98 к — 0.98
4.99 - 9 6.01 2.02 ) и — 6.96

\4.03 -6 .04 3.05 1.0б/ 1 7.99 /

/1.01 -1 .07 -4 .08 9.07\ /  3.1'
1.05 2.02 0.0001 —4.06 h - -3 .1
2.04 -3 .06 1.03 5.05 ) 0 ~ -3 .1

\3.03 -2 .05 -5 .04 1.04/ \  22-1



17) А =

18) А =

19) А =

/3.99 -3 .02 0.91 4.89\ ( Л
1 -1 .96 -1 .97 -2 .94 1 _ 2.99

2.98 -0 .9 4 1.91 0 з о = -0 .97
\1.91 2.93 1.94 -7 .8 9 / \ - 6 .9 8 j

/1.01 3.01 1.03 —1.04\ /  2)
3.02 4.02 -1 .02 2.03 L — 0
2.03 3.01 1.01 -3.02 » ь - - 6

.
’

\2 .04 -2 .02 0 1.01/ к -* )

/  1.1 1.03 -6 .06

V-о1 \ / 6 \
12.99 -0 .91 -5 .90 -3 .92 2.1

1.94 2.95 8.97 1.97 , ь - 6.01
 ̂ 2.99 2.01 2.99 7.98 V 7.01/

20 ) А  =

21) А =

22) А =

23) А =

/  10 3 - 3 А /  3>
1.99 --2.99 2.97 1.99 1. - 4
6.01 8.99 - 1.99 -0 .98 » & 2.99 >

\7.99 6.03 0.97 2.94/ \ —6.98 у

(  1 2.001 5.02 9.0003\ /  78.999N
2.999 13 18.0001 30.00001 6 = 262.999

1.9999 3.998 10.99999 15.98765 1 145.987
\0.9988 8.9988 8.999888 8.888999/ \  91.969/

/  5 18.001 4.1 5.002\ ''12.034
2.001 7 3.2 1.012 А — 5

1.0001 3.0123 5.0123 -2.022 ) 0 — 3 )

\1.0002 5.00112 -9.0123 8.O il/ , 1.01/

/  2 2.99 -0.998 1\ (  Л
7.99 11.98 -8.995 7.99 А — 2.9
3.98 5.9 2.987 -1 .98 } 0 — 2.99

\1.98 2.94 8.987 -6 .9 9 / \2.999J

24) А =

/4  -2 .987 2.01
3 -1 .987  1.012345
2 -0 .999 0

\5  -2 .888 0.9876543 I

I  1.99999 - 1  
3.98765 - 2  

1.998877 - 1  
У1.798798 - 1

-3
- 5

1
- 2.00001

5.00001
-3.000001

\ /7.954
А — 6.95

з 0 — 5.95 3

) \ 0 .95 /

- 1 \ /3.0014
2.9999 Z, 2.013

-5.98765 з и 0.98
3.95678/ V Ч



26) А =

/  3
0.9

- 1
0.44

- 1
1.98

-2^
2.987 6 -

- Л
0.999

2 3.0001 - 1 -1.001 ) 17 — -6.001
V 1 2 3 -V V - 4 /

27) А =

28) А =

/  2 - 3 2 1> /  - 8 \
3.001 2 - -0.9999 2.0123 L _ 3.99
2.012 -0.999 --1.9988 -2.9999 , 0 - 7.99

\0.999 1.987 2.9876 —1.9998у \0 .9 9 /

/2.0123 1.000001 2.0001 3.0123\ ( 1\
4.0111 3.0123 2.0123 1 L _ - 5
3.0333 2.0123 1.0123 2 > о = 1 )

^1.0123 20.444 3.0445 4.0123/ V Ч

29) А =

/  О
0.99

3
\4.12

0.999
0
2

3.002

-2.99
-1.999

0
-5.001

3.98\ 
2.999 

-4.999 ’ 
0/

/ —4.987\ 
—3.987 
12.012 ; 

\  5.012/

30) А =

/0 0 0.99 1.999 3.12\ ( 2.01\
0 1 2.001 3.123 -0.01 -2.02
1 1.999 3.001 0.002 0 , Ь = 2.03
0 1 1.002 1 1 0.01

1.003 1 1.0001 V 1 о /
/3.0001 3.0012 3.01 2.0001N /6 .001\

3.0002 -1.0013 -1.02 2.0002 А — 6.002
3.0033 -1.0145 3.03 -1.003

, 0 —
6.003

\2.0001 -1.00002 3.00003 2.0004/ \4 .004 /

32) А =

33) А =

(1А 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6\ ( 6 .i\
2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 7.2
3.5 3.4 3.3 3.2 3.1 3.0 А — 8.3
4.1 4.2 4.3 4.4 4.3 4.6 > ь - 9.4
5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 5.5 10.5

1,6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 б.б/ 1,11.6/

/ 1.351 0.201 -0.623 0.440\ ( 1.0094
0.201 1.351 0.123 0.985 L _ -1.008

-0.623 2.111 1.351 -1.002 ) о - -1.607
V 0.440 0.334 -0.154 1.351 / \ 2.006/

5. Предложите свой метод решения систем.



ПРИЛОЖЕНИЕ

Дополнения к главе I

О ценка погреш ности в методе Н ью тона

Выведем ещё одно неравенство для оценки погрешности 
приближения хп+1 (см. п. 4.3). Воспользуемся тождеством 
xn+i = хп + (arn+i -  хп). Применив формулу Тейлора ([7], 
[8]), получим

f{ x 71+1 ) = f  Т  (^71+1 З'п)^

7l )  Т  /  ( 3' п ) ( 3'П+1  Хп)  Т  ( ?? ) ( ^ ' П + 1 7 ( * )

где г] 6 (жп;т п+1).
В силу определения приближения т„+1 (см. (43)) имеем

f { X n )  f  (3 '7 l)(^ 'n + l х п )  0 ) 

поэтому из (*) найдём

l/(*n+i)| =  £ |/"0)1 (®«+1 -  т̂г)2- 

Обозначим М2 = sup |/"(ж)|, тогда имеем
гС[а;Ь]

\ f { x n + l ) \  ^  "jjj-  ( ^ n + l  — ®7l) •

Ha основании неравенства (46) получим

|£ -  Zn+l| ^  ~ - { х п+х -  хп)2. (**)2тп\



Если процесс Ньютона сходится, то хп+\ 
—> оо. Поэтому при n ^ N  имеем

|£ 7̂1 + 1 | ^  |®П+1

- хп —> 0 при п

п\ ,
т. е. совпавшие старшие разряды приближений хп и xn+i 
верны. Из (**) получаем, что для достижения заданной 
точности е процесс итераций надо продолжать до тех пор, 
пока для двух последовательных приближений не будет 
обеспечено выполнение неравенства

|®п+1 хп\ ^ (47)

Решение кубического уравнения

П ервый способ. Применение формулы Кардано (см. [3]). 
Формула Кардано для уравнения а0х3 + cl\x2 + а2х + а3 = О, 
где а0, ах, а2 и а3 — действительные числа (а0 ф 0), от­
носится к его приведённому виду t3 + pt + q =  0 (х = 
=  t — ах/(Зао)). В этом случае имеем

где

1 =  It +  V,

и  -j- V

2 ~  2 +
U — V . г—

2 гV3 =  -f- q2v ,

и  +  V 

3 ~  2
U — V . гг

2 гуЗ =  Я2и  +  S i v ,

v = f l - V O ,

( Р \ 3 , ( ч \ 2 — 1 ±  i \ J 3
\ з )  +  \ 2 / ’ Cl'2 “  2 '

Решения Xj исходного кубического уравнения даются фор­
мулой Xj = tj — Gx/(3oo) (j = 1,2,3) .

В случае D < 0 кубическое уравнение имеет три действи­
тельных решения. Если использовать приведённые выше 
формулы, то корни будут выражаться через комплексные



величины. Избежать этого можно так (см. также 2-й и 3-й 
способы): положим д = \J—p3/27, cost/? =  —q/(2g)-, тогда 
решениями приведённого уравнения t3 + pt + q — 0 будут 
числа

И = 2 - ^  cos 

h  =  2 ^ c o s  ( |  + у )  >

*з =  2 - ^  cos ( |  + у )  ’

от которых посредством замены Xj = tj — a1/(3a0) (у = 
= 1,2,3) перейдём к корням заданного кубического урав­
нения.

Второй способ. Тригонометрическое решение.
Если D < 0, то р < 0 и

где значения тригонометрических функций вычисляются 
по значению cost/? = —q/ {^\j—р3/27).

Если D ^  0 и р < 0, то

h  = ~2f l ^  i2'3 = / - I ( ^ ±iv1ctg:v)-
где значения тригонометрических функций вычисляются 
по значению tg </? = ^tg(^>/2), sin ip = 2^J—p3/27/q, \tp\ sC 
^ 7t/4 , |^| ^  7t/2.

Если Л > 0 и р > 0 ,  то

i1 = -  2 y |c tg 2 V, ' 2,3 = / | ( c t g 2 ¥ > ± п / 3 ^ ) ,

где значения тригонометрических функций вычисляются 
по значению tg (/? = ^/tg(^/2), tgV> = 2^p3/27/q, \tp\ ^  тг/4,
Ж < ^/2-



Во всех трёх случаях берётся действительное значение 
кубического корня.

Т ретий способ. Применение гиперболических функций. 
В приведённом уравнении t3 + pt + q =  0 положим1 г =
= sgn q • y/fpj/З. Тогда вспомогательная величина ip и при 
её помощи корни t\, t2 и t3 определяются в зависимости от 
знаков р и  D =  (р/3)3 + (д/2)2 из следующей ниже таблицы:

р < 0 , D  ^  0 p <  0, D >  0 p  >  0, D  >  0

Г c o s i p = h
, 5

cb* '= 2 ?
, 3

*1
р

—2r cos — - 2 r c h | - 2 r s h |

h -2 rco s  ( |  +  у )
P . r- P r ch —-H v3r sh — P r~ P r sh — +  гуЗг ch — 

О о

*3 - 2" ° S ( l + f )
P ■ r~r ch — гт/Зг sh —
О О

P . r~ P rsh — — i‘v 3 r  ch A 
3 3

Для гиперболических функций shz = (ех — е-1)/2 и 
сЬт = (ех + е_х)/2 существуют обратные функции — ареа- 
синус и ареакосинус [3]:

у — Arsh х = 1п(ж + V  х2 + 1),

у = Arch х = 1п(ж — \Лс2 — 1) для т ^  1 и — оо < у ^  0, 

у — Arch х = 1п(ж + \[х2 — 1) для т ^ 1 и 0 ^ ? / <  +оо.

Реш ение уравнения четвёртой степени

Уравнение aoX4 + aiLx3-\-a2x2+a3x-{-ali = 0, где aj £ R  (j — 
= 0,1,2,3,4; а0 ф 0) посредством замены х =  t — ai/(4a0)

1Напомним определение функции сигнум:

{1, если х G R  + ; 
0, если х =  0;

— 1, если х G R _ .
Обозначается также signs.



преобразуем в уравнение t4-\-pt2 + qt-\-r — 0. Здесь р, qm г — 
рациональные функции коэффициентов dj [j = 0 ,1, 2, 3,4).

Вид решения этого уравнения определяется видом реше­
ния его кубической резольвенты z3+2pz2-\~(p2 —ir ) z —q2 =  0. 
Заметим, что произведение корней гг, z2 и z3, по тео­
реме Виета равное q2, должно быть всегда положитель­
ным (q ф 0).

Если область допустимых значений неизвестного есть 
множество С комплексных чисел, то имеет место следу­
ющее:

У р а в н е н и е  ч е т в ё р т о й  с т е п е н и К у б и ч е с к а я  р е з о л ь в е н т а
Ч еты ре действительны х корня Все корни полож ительны е
Д ве пары  ком плексно сопряж ён­
ных корней

Один из корней полож ительны й , 
д в а  отрицательны х

Д в а  действительны х к о р н я  и д ва  
ком плексно сопряжённых

Один действительны й корень и 
два  ком плексно сопряж ённых

Если Zi, z2, z3 — корни кубической резольвенты, то

И — 2 ( \ / ^ 1  + V^ 2  + \ / ^ з) > 3̂ — 2 ( — \ / ^ 1  + л/ ^ 2  — л/ ^ з) ,

2̂ = ~ {у/Гг — л/г2 — \fzb) , Д = -  ( —V^l ~ л/^2 + \/Дз)

суть решения уравнения £4 + pt2 -f qt + г = 0 (при этом зна­
ки перед радикалами y/Jj, yfzi, убД выбирают так, чтобы 
выполнялось равенство у^Тл/^гл/^з = ~я)- Далее посред­
ством формулы Xj = tj — ai/(4a0) (j = 1 , 2 ,3,4) находят 
решения исходного уравнения четвёртой степени.

В частных случаях, уравнение а0ж4 + а2х2 +  а4 =  0 
является биквадратным (подстановка х2 = t), а уравне­
ние аох4 +  а\Х3 + а2х2 + Л а^х + Х2а3 = 0 — возвратным 
(ж + \ / х  =  t). Если ао — 1 и коэффициенты (приведённого) 
уравнения х4 рх3 qx2 rx + s — 0 удовлетворяют равен­
ству р3 + 8г = 4pq, то решениями этого уравнения будут 
корни уравнения (х 2 +  р х /2 )2 + (q—p2/ 4) (ж2 +  px/2)+s = 0 . 
Иногда приведённое уравнение удаётся решить методом 
неопределённых коэффициентов: х4 -\- рх3 + qx2 + rx + s = 
= (ж2 +  ах + /3)(ж2 + 7 Ж + 5), а общее — разложить на мно-



жители посредством теоремы Виета:
oqxa +  aix3 + а2х 2 + а3х + а± = ао(х — xi)(x — ж2)(ж2 + ах + /3).

Дополнения к главе II

Реш ение задачи 2 из упр. 4

Решение. Искомая формула должна иметь вид

ь
J /(ж) dx =  Cif(xi) + c2f ( x 2) + R.

Так как по условию задачи остаточный член R для функ­
ции /(ж) = а0ж3 + a,ix2 + а2х + а3 равен нулю при любых а; 
(г = 0,1,2,3), то, применив к интегралу формулу Ньюто­
на — Лейбница, получим следующее соотношение:

Ь4 — а4 Ь3 — а3 Ь2 — а2
4 а° ----- 3— 01 -̂----2— 02 ^  ° ~  а аз ~

= сг (a0xl+ a1xl + a2xi + a3')+c2 {aQx\-\-ахх22-\-а2ж2 + а3) =

={с1х\ +с2ж3) а0 + (сгх2 +  с2 х2) ах + ( с ^  + с2ж2)а2 + (ci + с2)а3.

Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых а,- 
(г = 0,1,2,3) слева и справа от знака равенства, придём 
к системе

Ь4 — а4 , ,
— -—  - с1х1 + с2ж2,

Ъ3 — а3 2 2
— -—  = сгхг + с2ж2,

Ъ2 — а2
2 — С1Ж1 +  с 2 ж 2 ,

Ь — а — Ci Т с2,



решениями которой являются следующие числа:

Cl
b — а

2 ’ 
Ь — а

с2 =

Х \  =

Х2

b о, \/3 Ь с:
_ _  -  — ■

b + а у/Ъ Ъ — а
2 2 

Тогда искомая формула примет вид 
ь

+ т

УЛ*) dx -

Ь — а (  (Ь +  а у/ъ b — а' I + / I b + а \/3 b — а'

Итак, при п -  2 узлы (г = 1,2) и коэффициенты 
(веса )Cf> таковы:

4 2) -  - 4 2) =  0.57735 02691 89625 764, С{2) = C f } = 1.

Дополнения к главе III

П равило треугольника

Найдём определитель третьего порядка

«11 «12 013
det А = a2l 022 023

«31 032 Озз
=  П ц Й 2 2 а ЗЗ +  Ol2a 23a 31 +  d l 3 a 2Xa 32 —

— a i3<Z22a3i — а ц а 23а 32 — 012021033

по правилу треугольника. Вот его формулировка: составь­
те сумму произведения элементов главной диагонали и 
произведений элементов, расположенных в вершинах рав­
нобедренных треугольников с основаниями, параллельны­
ми главной диагонали (рис. А); из этой суммы вычтите



сумму произведения элементов побочной диагонали и про­
изведений элементов, расположенных в вершинах равно­
бедренных треугольников с основаниями, параллельными 
побочной диагонали (рис. Б):

« п «12 «13 а ц «12 «13

а П / 4 2 3 а « -Л ауА:-д ггз

аЖ 433 о-зт

Рис. А Рис. Б

Реш ение задачи 10 из упр. 4

Представим систему с трёхдиагональной матрицей (1) 
коэффициентов в следующем виде:

b\Xi + С\Х2 — d\, 
о  2 ^ 1  +  Ь3Х 3 +  С 2 Х 3  =  d 2 ,

^ п —т.Я'п—2 ~f~ b n — 1 Х л — 2 e n —\ x n  —  d n —i ,

dn'En—i ~b bnxn — dn.

( 1 )

Решим её: из первого уравнения системы (1) найдём х\ = 
=  Рт.Х.2 +  92, где р2 =  - C i / b i ,  92 =  d i / b i ]  из второго 
уравнения — х2 = р3х3 + 9з, где р3 = - с 2/(Ъ2 + СЕ2Р2), 
9з =  (с?2 -  a2 qi)/(b2 + a2p2) и т. д.

Если положить а\ — 0, сп = 0, рг — 0 и 91 = 0, то форму­
лы для вспомогательных коэффициентов примут вид

Рг+1 —
-с,-

Ъ{ +  а гр ,  ’
9*4-1 —

di Q’i 9i
Ь{ “Ь

(* = 1,2, . . . ,n).

Из последнего уравнения системы (1) определим хп =  9^+1, 
и на этом закончим прямой ход прогонки.



Значения неизвестных x„_i, xn_2, ■ • • , %i найдём обрат­
ным ходом прогонки:

Xj  =  Pt+i^-i+ i Т  9t+x ^  1) • • •) ! ) •

Решение системы запишем в вектор х = (xi, х2, . . . ,  хп, хп+1), 
где элемент xn+i = 0 является вспомогательным. 

Приведём текст алгоритма (см. также [17]):
{- -}
ал г  П рогонка  (д в т о ч н  м ассив a[lim\ , b[lim\, c[lim\ ,

с?[/гт], ц ел  Пт, п, д в то ч н  м асси в  x[lim]) 
зн ач  a, b, с, d, Пт, гг 
р ез  х
д в т о ч н  м ассив p[lim], q[lim} 
ц ел  г 
д в то ч н  t 

н ач ало
P i <- 0 <- О
д л я  г от 1 до  п ш аг 1 в ы п о л н я ть

t <— 1/(6,- + aipi)
P i+1 <---- Cjt
5 j' + 1 < ( ^ t

к о н ец -ц и к л  { eo прямого хода прогонки }
3 -n + l  * О
д л я  i от  п д о  1 ш аг —1 в ы п о л н я ть

хг <— Pi+iXi+ 1  + 5,'+i
к о н ец -ц и к л  { ео обратного хода прогонки }
в о зв р ати ть ся

к о н ец  { ео алг Прогонка }
{- -}

Требуют пояснения метапеременные Ыт — предельная 
длина (мощность) массива и п — текущая длина массива. 
Нижняя граница индекса равна (по умолчанию) единице.
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Гаусса - Зейделя 178 
итераций 48 
касательных 75 
отделения корня 19 
хорд 63

площадь криволинейной 
трапеции 87
предел интегральных сумм 
90
преобразование эквивалент­
ное 153
приближение начальное в 
методе

Гаусса - Зейделя 174 
итераций 41, 35, 36, 39 
касательных 68, 69 
хорд 57, 54, 55 

приведение
системы 176-177 
уравнения 45-46 

погрешность 
метода 42, 43, 103 
неустранимая 42 
округления 42, 103, 168 

порядок точности квадра­
турных формул 118 
последовательность 

итеративная 35 
сходящаяся 35, 36, 38



фундаментальная 35, 40 
произведение 

векторов 135 
матриц 133-136 
матрицы на вектор 134 

работа 85 
разбиение 89
разложение определителя 
141, 142
резольвента 192 
ряд знакопеременный 103 
Самоисправляемость 47, 62, 
74, 182
сигнум 192, 15, 34
синус гиперболический 22,
191
система линейных алгебра­
ических уравнений 144 

неоднородная 144 
неопределённая 145 
несовместная 145 
однородная 144 
определённая 145 
решение 145 
совместная 145 
плохо обусловленная 147, 
160, 167, 181 
эквивалентная 145, 153, 
158

сходимость метода 
Гаусса - Зейделя 173 
итераций 39 
касательных 69 
хорд 58 

сумма 
Дарбу 94-98

интегральная 89, 105 
матриц 133 
риманова 90

схема единственного деле­
ния 153-159
схема функциональная в 
методе

бисекций 30 
Гаусса 160
Гаусса - Зейделя 178 
итераций 48 
касательных 48 
отделения корней 19 
средних прямоугольников 
120
хорд 48

Тангенс гиперболический 22 
теорема

Больцано - Коши 14 
Вейерштрасса 59, 70 
вторая Вейерштрасса 23 
Лагранжа о конечных 
приращениях 23, 40, 42,
60
об интегрируемости фун­
кций 98, 102 
о поведении последова­
тельности (хп) 52 
основная алгебры 10 
об единственности корня 
15
о сходимости метода Га­
усса - Зейделя 173, 174 
о сходимости метода ите­
раций 39
о сходимости метода ка­



сательных 69, 70 
о сходимости метода хорд 
58, 59
оценка погрешности при­
ближённого решения 23 
правило кольца 11 
разложения определите­
ля 141 

точка
неподвижная 55-57 
подвижная 55, 56 

точность расчётов 176 
Уравнение

алгебраическое 10 
биквадратное 192 
возвратное 192 
конечное 5 
кубическое 189 
линейное 144 
эквивалентное 13, 35, 45, 
48, 74
матричное 145 
четвёртой степени 191 

формула
Кардано 7, 189 
Крамера 146-152 
Ньютона - Лейбница 91, 
92, 93, 109
рекуррентная 34, 36, 56, 
67, 73, 172, 173 

формула метода 
Гаусса - Зейделя 173 
Гаусса - Лежандра 124 
итераций 36 
касательных 67 
модифицированного каса­

тельных 73 
парабол 113, 114 
простых итераций 172 
прямоугольников 106 
трапеций 111 
хорд 56

функция первообразная 92 
Ход

прямой 155-158, 195 
обратный 155, 196 

Число делений начальное в 
методе

парабол 115 
прямоугольников 107 
трапеций 112 

число шагов (операций) в 
методе

бисекций 29 
Гаусса 9, 159, 168 
Гаусса - Зейделя 174 
Крамера 9, 152 
подсчёта определителя 
142

член остаточный формулы 
парабол 115 
прямоугольников 107 
трапеций 111 

член свободный 144 
Эффект побочный, волно­
вой 120, 166, 167 
элемент

ведущий 154, 155, 158, 168 
главный 159, 160, 168, 169 
диагональный 132, 169
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